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7.2 Préliminaires algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
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0.1 Introduction

Cette section a pour but de présenter les résultats contenus dans les neuf
chapitres de ma thèse, et sans entrer dans les détails, j’espère qu’elle perme-
ttra à toute personne l’ayant parcourue de se faire une idée assez précise de
mon travail.

Comme le titre l’indique, j’étudie ici des problèmes liés à l’opérateur de
Dirac sur les variétés spinorielles. Ces problèmes se regroupent naturellement
autour de deux directions de recherche pricipales : les spineurs projetables
et leurs applications, dont il est question dans les chapitres 1, 2, 4 et 5,
et l’étude des variétés admettant des spineurs speciaux (spineurs de Killing
riemanniens ou kählériens, spineurs parallèles par rapport a des structures
de Weyl), contenue dans les chapitres 3, 6, 7, 8 et 9, mais aussi dans les
chapitres 2 et 5. Dans un premier temps je rappellerai les notions basiques
de la géométrie spinorielle, pour ensuite donner une présentation succincte
des différents chapitres.

Soit (Mn, g) une variété riemannienne orientée. On dit queM est spinorielle
si le fibré principal des repères orthonormés orientés surM , PSO(n)M , admet
un revêtement à deux feuillets PSpin(n)M et une projection θ : PSpin(n)M →
PSO(n)M tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

i) Le fibré PSpin(n)M est un fibré principal sur M , à groupe structurel

Spin(n);

ii) Pour tout x ∈ M , θ définit un revêtement à deux feuillets de la fibre
de PSpin(n)M au-dessus de x sur la fibre de PSO(n)M au-dessus de x;

iii) Si on note par φ la projection canonique de Spin(n) sur SO(n), alors
pour tout ũ ∈ PSpin(n)M et ã ∈Spin(n) on a

θ(ũã) = θ(ũ)φ(ã).

Une variété riemannienne M est spinorielle si et seulement si la deuxième
classe de Stiefel-Whitney de M , w2(M), s’annule. Si c’est le cas, PSpin(n)M
s’appelle une structure spinorielle. Les structures spinorielles sont classifiées
par H1(M,Z).

Soit ΣM = PSpin(n)M×ρnΣn le fibré associé à la représentation spinorielle

ρn : Spin(n) → Σn, muni d’un produit scalaire complexe 〈·, ·〉Σ défini par le
produit hermitien canonique sur Σn. Les sections de ΣM seront appelées
des champs spinoriels, ou, plus simplement, spineurs.
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Considérons maintenant la représentation canonique de SO(n) sur Rn,
qu’on étend d’une manière évidente à l’algèbre de Clifford complexe Cl(n).
On note par Cl(M) le fibré associé à PSO(n)M via cette représentation.

En particulier, TM est un sous-fibré de Cl(M). Chaque fibre de Cl(M) a
une structure naturelle d’algèbre, ce qui induit une multiplication entre les
sections de Cl(M). On remarque que cette construction est valable pour
toute variété riemannienne, sans supposer sa spinorialité.

Revenons maintenant au cadre spinoriel. On définit le produit de Clifford
entre une section de Cl(M) et un spineur, qu’on notera par · (un point au
milieu de la ligne). Il provient d’une manière évidente de la représentation
ρn de Cl(n) sur Σn:

[u, α] · [ṽ, ϕ] = [ṽ, ρn(A(α))(ϕ)],

où x est un point arbitraire de M , u ∈ PSO(n)Mx, ṽ ∈ PSpin(n)Mx, ϕ ∈
Σn, α ∈ Cl(n), et A est l’unique élément de SO(n) tel que u = θ(ṽ)A.
Les conditions i)-iii) dans la définition de PSpin(n)M montrent que cette
définition est cohérente. En particulier, on peut parler du produit de Clifford
entre un champ vectoriel et un spineur et de la contraction de Clifford qui
lui est associée γ : T ∗M ⊗ ΣM → ΣM , définie par γ(X ⊗ ψ) = X · ψ
sur les éléments décomposables. Soit ∇ la dérivée covariante sur TM de
la connexion de Levi-Civita. On rappelle que la connexion de Levi-Civita
sur PSO(n)M induit une connexion sur PSpin(n)M , et donc une connexion
linéaire sur ΣM , dont la dérivée covariante sera aussi notée par ∇.

On introduit maintenant l’opérateur de Dirac, D : Γ(ΣM) → Γ(ΣM),
comme étant la composition

Γ(ΣM)
∇−→Γ(T ∗M ⊕ ΣM)

γ−→Γ(ΣM)

D = γ ◦ ∇. De manière explicite, si ψ est un champ spinoriel, x ∈ M et
{e1, · · · , en} est un repère local orthonormé autour de x, on définit le champ
spinoriel Dψ par

(Dψ)x =
∑

i

ei · ∇ei
ψ,

Le fait que cette définition ne dépend pas du choix du repère orthonormé
est trivial. L’ opérateur différentiel D est elliptique, du premier ordre, auto-
adjoint (dans le cas où M est compacte) par rapport à la métrique hermiti-
enne sur Γ(ΣM):

( , ) =

∫

M
〈 , 〉.
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Un des outils principaux pour l’étude de cet opérateur est la formule de
Lichnerowicz ci-dessous:

D2 = ∇∗∇ +
S

4
, (1)

où ∇∗∇ est le laplacien de Hodge sur le fibré des spineurs et S est la courbure
scalaire de M .

Après cette introduction voici une courte présentation des chapitres 1 -
9. A l’exception du premier chapitre, tous les autres ont fait l’objet d’un
article ou d’une prépublication, soumis ou déjà parus dans différentes revues.
Au début de chaque chapitre j’ai donné la situation exacte de l’article corre-
spondant (paru, accepté pour publication, etc.) et une brève description des
résultats obtenus. Les chapitres 3 et 6 correspondent à deux articles écrits
en collaboration.

Chapitre 1. On définit ici, pour une G-fibration principale au-dessus
d’une variété spinorielle, une structure spinorielle canonique sur l’espace to-
tal de la fibration et la notion de spineurs projetables sur cet espace. On
déduit des formules entre les dérivées covariantes des spineurs sur la base
et sur l’espace total, ainsi que pour les opérateurs de Dirac correspondants.
Dans le cas où le groupe G est non-commutatif on propose ensuite une
généralisation de la notion de spineurs projetables par la notion de spineurs
G-invariants. On gagne ainsi l’invariance par rapport à l’opérateur de Dirac,
mais, en échange, on y perd du fait qu’on ne peut plus faire la liaison de
manière explicite avec les spineurs sur la base. Dans la troisième section on
particularise ces notions au cas des variétés quaternioniennes Kähler et des
fibrés 3-sasakiens correspondants.

Chapitre 2. On obtient ici un des résultats les plus importants de cette
thèse : la classification (à l’aide des spineurs projetables) des variétés ad-
mettant des spineurs de Killing kählériens. On démontre que ces variétés
sont nécessairement les espaces de twisteurs des variétés quaternioniennes
Kähler à courbure scalaire positive en dimension 8l + 6, et des espaces pro-
jectifs complexes en dimension 8l + 2. L’idée de la démonstration est de
construire un certain fibré en cercles au-dessus de notre variété, de mettre
en évidence sur ce fibré une métrique riemannienne admettant un spineur de
Killing (riemannien), et d’utiliser la classification de C. Bär de ces variétés.
Pour quelques applications de ce résultat, voir les chapitres 3 et 7.
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Chapitre 3. Dans cette note, écrite en collaboration avec U. Semmel-
mann, on utilise le résultat précédent et un théorème de K.-D. Kirchberg
et U. Semmelmann pour obtenir un résultat très important en géométrie
twistorielle : en dimension complexe 4l+3, toute variété de Kähler-Einstein
admettant une structure complexe de contact est l’espace de twisteurs d’une
variété quaternionienne Kähler à courbure scalaire positive. Ce résultat a
été démontré indépendamment et aussi en dimension complexe 4l+1 par C.
LeBrun en 1994, avec des techniques complètement différentes, empruntant
à la géométrie algébrique.

Chapitre 4. Dans la première partie de ce chapitre on considère une
variété riemannienne compacteN admettant une structure de Sasaki régulière,
et on démontre que le quotient M de N par l’action de S1 correspondante,
avec la métrique qui fait de la projection N → M une submersion rieman-
nienne, est une variété de Hodge, c.à.d. une variété kählérienne compacte
dont la classe de cohomologie de la forme de Kähler est un multiple réel
d’une classe entière. Réciproquement, au-dessus de toute variété de Hodge
M il existe un fibré en cercles N qui admet une métrique riemannienne et
une structure de Sasaki régulière, tel que la projection N → M est une
submersion riemannienne. Ensuite, dans la deuxième partie du chapitre, on
utilise le formalisme des spineurs projetables pour déduire des relations entre
les spectres des opérateurs de Dirac sur M et sur N , et on donne quelques
applications de ces résultats.

Chapitre 5. Dans ce chapitre on trouve de nouvelles valeurs propres
explicites de l’opérateur de Dirac sur les variétés 3-sasakiennes. L’idée fon-
damentale est la suivante : ne disposant pas d’informations algébriques sur
les spineurs de Killing d’une variété M admettant un structure 3-sasakienne,
on considère les spineurs parallèles projetables qu’ils induisent sur le cône
au-dessus de M , et on utilise la théorie des représentations pour déduire
des relations entre ces spineurs parallèles et la structure hyperkählérienne
du cône. On interprète ensuite ces relations sur M et on les utilise pour
mettre en évidence de nouveaux spineurs propres pour l’opérateur de Dirac.
On finit par donner des estimations sur les multiplicités des valeurs propres
correspondantes.

Chapitre 6. Il s’agit ici d’un article écrit en collaboration avec T.
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Friedrich, U. Semmelmann et I. Kath. Après une première partie introduc-
tive et quelques rappels sur les G2-structures presque parallèles, on fait une
étude systématique de ces structures, surtout du point de vue de leurs au-
tomorphismes. On définit le type d’une G2-structure et on s’intéresse plus
particulièrement aux G2-structures de type 1, appelées propres. On construit
de nouveaux exemples (dont certains non-homogènes) de G2-structures pro-
pres, en utilisant une modification de la métrique des variétés 3-sasakiennes
de dimension 7. La fin de ce chapitre est consacrée à la classification des
G2-structures homogènes.

Chapitre 7. En 1984, O. Hijazi a montré que sur une variété spinorielle
compacte de dimension n notée M , le produit de Clifford entre une forme
harmonique de degré k 6= 0, n et un spineur de Killing est nul. Ce résultat
n’est plus valable dans le cas des spineurs de Killing kählériens, car le produit
de Clifford entre la forme de Kähler de M et un tel spineur est non-nul. On
peut cependant éviter cette difficulté en conjecturant l’annulation du produit
de Clifford entre les formes harmoniques effectives et les spineurs de Killing
kählériens, car la forme de Kähler joue un rôle très particulier parmi les
formes harmoniques. La réponse affirmative à cette conjecture “réduite” et
quelques unes de ses conséquences forment les résultats principaux de ce
chapitre.

Chapitre 8. Soit (Mn, g), n ≥ 3, une variété spinorielle simplement con-
nexe. On considère ici le problème de l’existence des spineurs parallèles par
rapport à une structure de Weyl quelconque D sur M qui est, évidemment,
une généralisation du problème de l’existence des spineurs parallèles car la
connexion de Levi-Civita est un cas particulier de structure de Weyl. Ce
problème est invariant par transformations conformes de la métrique: tout
spineur Ψ sur (M,g), parallèle par rapport à D, induit un spineur Ψ̄ sur
(M, ḡ), parallèle par rapport à D. Si D est exacte, alors D est la con-
nexion de Levi-Civita d’une métrique ḡ de la classe conforme de g, donc il
existe une solution (Ψ,D) avec D exacte si et seulement si (M,g) est con-
formément équivalente à une des variétés décrites ci-dessus. On s’intéresse,
par conséquent, aux solutions non-triviales du problème, c.à.d. aux paires
(Ψ,D) avec Ψ parallèle par rapport à D et D non-fermée. Le but de ce
chapitre est de montrer qu’il n’y a pas de solution non-triviale si n 6= 4
ou si n = 4 et M compacte, et de construire des exemples de solutions
non-triviales sur des variétés non-compactes de dimension 4.
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Chapitre 9. En 1986 K.-D. Kirchberg a montré que toute valeur propre
de l’opérateur de Dirac sur une variété kählérienne compacte (M2m, g) de
dimension complexe paire satisfait l’inégalité λ2 ≥ m

4 (m−1) infM S, où S est
la courbure scalaire. Il est conjecturé que les variétés pour lesquelles le cas
d’égalité est atteint sont des produits T 2 ×N , où T 2 est un tore plat et N
est l’espace de twisteurs d’une variété quaternionienne Kähler à courbure
scalaire positive. Une solution partielle à cette conjecture a été donnée par
A. Lichnerowicz en 1990, en supposant de plus que le tenseur de Ricci est
parallèle. On démontre dans ce chapitre que le tenseur de Ricci d’une variété-
limite a deux valeurs propres, S/(n−2) et 0, la première avec la multiplicité
n−2 et la seconde avec la multiplicité 2, et on confirme la conjecture ci-dessus
dans certains cas particuliers.
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12 CHAPTER 1. SPINEURS PROJETABLES ET G-INVARIANTS

Résumé. – Dans ce chapitre on définit les spineurs projetables, qui seront
utilisés de manière fondamentale dans la première moitié de la thèse.

Abstract. – In this chapter we define the notion of projectable spinors,
which will be the basic notion in the first half of this thesis.
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1.1 Spineurs projetables

Soit Mn une variété spinorielle compacte et π : En+k → Mn une fibration
principale au-dessus de M de groupe structural compact G.

Lemme 1.1.1 La donnée d’une métrique bi-invariante sur G et d’une con-
nexion sur E induit canoniquement une métrique sur E telle que la projection
sur M soit une submersion riemennienne à fibres totalement géodésiques.

Preuve. On considère la décomposition en somme directe TE = T VE⊕THE
donnée par la connexion, on met sur T VE la métrique de G, sur THE l’image
réciproque de la métrique de M , et on décrète ces deux espaces orthogonaux.
L’annulation du tenseur T (cf. [50]) est équivalente au fait que ∇VW soit
un vecteur vertical pour tous vecteurs verticaux fondamentaux V,W . Soit
α la forme de connexion et F la forme de courbure sur E. Alors, pour tout
champ horizontal X∗, induit par un champ X sur M , on a

0 = F (V,X∗) = dα(V,X∗) = −1

2
α([V,X∗]),

donc [V,X∗] est un champ horizontal. En même temps, V est projetable sur
0 et X∗ sur X, donc [V,X∗] est projetable sur 0, c’est-à-dire il est vertical.
On a montré que

[V,X∗] = 0. (1.1)

La formule de Koszul, le fait que g(V,W ) est constant et que [V,W ] est
vertical, montrent que g(W,∇X∗V ) = 0. Il en résulte que

0 = g(W,∇VX
∗) = −g(∇VW,X

∗),

et donc ∇VW est vertical, ce qui montre que la submersion π est à fibres
totalement géodésiques. †

Le fibré tangent d’un groupe de Lie est canoniquement trivialisé par
les champs invariants à gauche, ce qui nous donne une structure spinorielle
canonique sur G. De la même manière, le fibré T VE est canoniquement
spinoriel, ce qui montre que si M est spinorielle, E l’est aussi: la deuxième
classe de Stiefel-Whitney de THE est l’image réciproque de w2(M) par π.

Dans la suite on suppose que M est une variété spinorielle de dimen-
sion paire, avec une structure spinorielle fixée PSpin(n)M , et on regarde en
détail la structure induite sur E. Pour tout m, on considère la représentation
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spinorielle ρm : Spin(m) → End(Σm), le revêtement universel τm : Spin(m) →
SO(m), l’inclusion canonique i : SO(n) × SO(k) → SO(n + k), et le groupe
Spin(n, k) = Spin(n)×Z2

Spin(k), regardé comme sous-groupe de Spin(n+k).
Remarquons que la restriction τn,k de τn+k à Spin(n, k) est un revêtement à
deux feuillets de SO(n) × SO(k).

Les fibrés principaux des repères horizontaux et verticaux de E, PSO(n)E
et PSO(k)E admettent des structures spin canoniques PSpin(n)E = π∗PSpin(n)M

et PSpin(k)E = E × Spin(k), qui induisent une Spin(n, k)-structure sur E:

PSpin(n,k)E = PSpin(n)E ×Z2
PSpin(k)E,

et par conséquent une structure spinorielle

PSpin(n+k)E = PSpin(n,k)E ×Spin(n,k) Spin(n+ k).

D’autre part, les algèbres de Clifford complexes Cl(m) sont Z2-graduées,
et pour tous p, q, Cl(p+q) est canoniquement isomorphe au produit tensoriel
gradué Cl(p) ⊗̂Cl(q). Pour n pair, Σn est un Cl(n)-module Z2-gradué, et
Σn ⊗ Σk devient un Cl(p) ⊗̂Cl(q)-module par rapport à la multiplication

(a ⊗̂ b) · (ψ ⊗ φ) = (−1)deg(b)deg(ψ)(a · ψ) ⊗ (b · φ).

En comparant les dimensions, on en déduit que Σn+k = Σn⊗Σk, et donc le
fibré des spineurs sur E peut s’écrire

Σn+kE = PSpin(n+k)E ×ρn+k
Σn+k = PSpin(n,k)E ×ρn,k

Σn+k

= PSpin(n,k)E ×ρn,k
Σn ⊗ Σk

= (π∗PSpin(n)M ×Z2
PSpin(k)E) ×ρn,k

Σn ⊗ Σk

= π∗ΣnM ⊗ ΣkE,

où ΣkE est le fibré trivial E × Σk. Un spineur sur G s’appelle constant si
dans la trivialisation donnée par les champs invariants à gauche, il s’exprime
comme une fonction constante de G dans Σk. On note l’espace des spineurs
constants sur G par Σk

cG ∼ Σk. On a évidemment Γ(ΣkG) = Σk
cG⊗C∞(G),

et par la discussion précédente, Γ(Σn+kE) = Γ(ΣnM)⊗Σk
cG⊗C∞(M)C

∞(E).

Définition 1.1.1 Un spineur sur E s’appelle projetable s’il se trouve dans
le sous-espace Γ(ΣnM) ⊗ Σk

cG de Γ(Σn+kE).
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Un couple (ψ,α) ∈ Γ(ΣnM)×Σk
cG induit un spineur projetable sur E, noté

ψ ⊗ α. La multiplication de Clifford est donnée par

X∗ · (ψ ⊗ α) = (X · ψ) ⊗ α et V · (ψ ⊗ α) = ψ ⊗ (V · α),

oùX∗ est le relevé horizontal du champ de vecteursX surM , V est un champ
vertical fondamental correspondant au champ invariant à gauche, noté aussi
V , sur G, et ψ est le conjugué de ψ par rapport à la Z2-graduation.

Soient ∇ et ∇̃ les dérivées covariantes de M , respectivement E, étendues
aux fibrés des spineurs, D et D̃ les opérateurs de Dirac de M et E, et γca,b les
constantes de structure de G. On fixe désormais un repère orthonormé global
{V1, ..., Vk} des champs invariants à gauche, identifiés aux champs verticaux
fondamentaux induits sur E, et un repère orthonormé local {X1, ...,Xn} sur
M .

Théorème 1.1.1 Considérons une paire (ψ,α) ∈ Γ(ΣnM) × Σk
cG. Les re-

lations entre les dérivées covariantes et les opérateurs de Dirac sur E et M
sont les suivantes:

1. ∇̃X∗(ψ ⊗ α) = (∇Xψ) ⊗ α+
1

2

n∑

i=1

X∗
i ·AX∗X∗

i · (ψ ⊗ α), ∀X ∈ TM ;

2. ∇̃V (ψ ⊗ α) =
1

4

n∑

i,j=1

〈AX∗
i
V,X∗

j 〉(Xi ·Xj · ψ) ⊗ α

+
1

8

k∑

a,b,c=1

γca,b〈V, Vc〉ψ ⊗ (Va · Vb · α), ∀V ∈ T VE;

3. D̃(ψ ⊗ α) = (Dψ) ⊗ α+
1

4

n∑

i,j=1

AX∗
i
X∗
j (Xi ·Xj · ψ) ⊗ α+ ψ ⊗Dα.

Preuve. 1. Les sections s = (X1, ...,Xn) et s0 = (V1, ..., Vk) de PSO(n)M , re-

spectivement PSO(k)(G), donnent une section locale σ = (s, s0) de PSO(n+k)(E),

qui induit une section s̃ de PSpin(n+k)(E). Si le spineur ψ s’écrit localement

ψ = [s, φ], où φ : U ⊂M → Σn, alors ψ ⊗ α = [s̃, ξ], où ξ = φ ◦ π ⊗ α, et en
utilisant le fait que ∇̃∗

XVa = ∇̃VaX
∗ est un vecteur horizontal pour tout a,
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on déduit

∇̃X∗(ψ ⊗ α) =
1

2

∑

j<k

X∗
j ·X∗

k〈∇̃X∗X∗
j ,X

∗
k〉 · (ψ ⊗ α) + [s̃,X∗(ξ)] +

+
1

2

∑

j,a

X∗
j · Va〈∇̃X∗X∗

j , Va〉 · (ψ ⊗ α)

=

(
1

2

∑

j<k

Xj ·Xk〈∇XXj ,Xk〉 · ψ
)
⊗ α+ [s,X(φ)] ⊗ α

+
1

2

∑

i

X∗
i ·AX∗X∗

i · (ψ ⊗ α)

= (∇Xψ) ⊗ α+
1

2

n∑

i=1

X∗
i · AX∗X∗

i · ψ ⊗ α.

2. La deuxième partie de la proposition se démontre de la même manière:

∇̃V (ψ ⊗ α) =
1

2

∑

j<k

X∗
j ·X∗

k〈∇̃VX
∗
j ,X

∗
k 〉 · (ψ ⊗ α) + [s̃, V (ξ)] +

+
1

2

∑

a<b

Va · Vb〈∇̃V Va, Vb〉 · (ψ ⊗ α)

=
1

2

∑

j<k

〈∇̃VX
∗
j ,X

∗
k〉 (Xj ·Xk · ψ) ⊗ α

+
1

4

∑

a<b

Va · Vb〈[Va, Vb], V 〉 · (ψ ⊗ α)

=
1

4

n∑

i,j=1

〈AX∗
i
V,X∗

j 〉(Xi ·Xj · ψ) ⊗ α

+
1

8

k∑

a,b,c=1

γca,b〈V, Vc〉ψ ⊗ (Va · Vb · α).

3. Résulte de 1. et 2. par sommation. †

Corollaire 1.1.1 Un spineur Ψ sur E est projetable si et seulement si pour
tout V ∈ T VE

∇̃V (Ψ) =
1

4

n∑

i,j=1

〈AX∗
i
V,X∗

j 〉X∗
i ·X∗

j · Ψ

+
1

8

k∑

a,b,c=1

γca,b〈V, Vc〉Va · Vb · Ψ.
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Proposition 1.1.1 Le spineur D̃Ψ est projetable pour tout Ψ projetable si
et seulement si G est un tore.

Preuve. En effet, dans la formule pour D̃(ψ ⊗ α), le premier terme et le
troisième terme sont projetables, tandis que le deuxième peut s’écrire

1

4

k∑

a=1

n∑

i,j=1

〈∇̃X∗
i
X∗
j , Va〉 (Xi ·Xj · ψ̄) ⊗ (Va · α).

Le corollaire précédent montre qu’un spineur de la forme
∑
fiΨi avec Ψi

projetables et linéairement indépendants est projetable si et seulement si
les fonctions fi sont constantes sur les fibres. Dans notre cas, les fonc-
tions fi,j,a = 〈∇̃X∗

i
X∗
j , Va〉 sont constantes sur les fibres si et seulement si

Vbfi,j,a = 0, pour tous i, j, a, b. Compte tenu du fait que Vb est un champ de
vecteurs de Killing et que LVb

X∗
i = LVb

X∗
j = 0, on a Vbfi,j,a =

∑
c γ

c
b,afi,j,c,

donc finalement D̃(ψ⊗ α) est projetable si et seulement si les constantes de
structure de G s’annulent.†

1.2 Spineurs G-invariants

La fin de la section précédente montre que si G est non-commutatif, l’espace
des spineurs projetables n’est pas D̃-invariant. Le but de cette section est
de construire une extension D̃-invariante de cet espace.

Définition 1.2.1 Une section T ∈ Γ(Cl(E)) du fibré en algèbres de Clifford
de E s’appelle G-invariante si les dérivées de Lie de T par rapport aux
champs verticaux fondamentaux Va s’annulent. L’ensemble des sections G-
invariantes de Cl(E) est noté par ΓG(Cl(E)).

Le fait que π∗Γ(Cl(M)) ⊂ ΓG(Cl(E)) permet la construction suivante:

Définition 1.2.2 Un spineur sur E s’appelle G-invariant s’il appartient au
sous-espace ΓG(Σn+k(E)) = ΓG(Cl(E)) ⊗

π∗γ(Cl(M)) π
∗Γ(ΣnM) ⊗ Σk

cG de

Γ(Σn+kE).

C’est cette construction qui réalise l’espace invariant souhaité:

Théorème 1.2.1 L’espace ΓG(Σn+k(E)) est invariant par D̃.
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Preuve. Considérons un spineur décomposable de ΓG(Σn+k(E)) de la forme
Ψ = T · (ψ ⊗ α). On va montrer que les parties ”horizontale” et ”verticale”
de D̃Ψ se trouvent chacune dans ΓG(Σn+k(E)).

La première formule du théorème 1.1.1 et le fait que AX∗
i
X∗
j sont des

champs G-invariants, ainsi que ∇̃X∗
i
T , montrent que ∇̃X∗

i
Ψ ∈ ΣG(E). Par

conséquent,
∑
iX

∗
i · ∇̃X∗

i
Ψ ∈ ΓG(Σn+k(E)).

La partie intéressante de la démonstration est de montrer que la partie
”verticale” de D̃Ψ est aussi G-invariante. Dans les calculs qui suivent on
applique la convention de sommation sur les indices qui apparaissent deux
fois, pour alléger les notations. On va utiliser les deux formules suivantes
reliant les constantes de structure :

γca,b = −γcb,a = −γba,c,

et
γca,eγ

b
d,e + γce,bγ

a
d,e + γcd,eγ

e
a,b = 0.

La deuxième formule représente, bien entendu, l’identité de Lie. On peut
maintenant calculer:

Va · ∇̃VaΨ = (Va∇̃VaT ) · (ψ ⊗ α) + Va · T · ∇̃Va(ψ ⊗ α)

= (Va · ∇̃VaT ) · (ψ ⊗ α) +
1

4
Va · T · 〈AX∗

i
Va,X

∗
j 〉(Xi ·Xj · ψ) ⊗ α

+
1

8
Va · T · γcd,b〈Va, Vc〉ψ ⊗ (Vd · Vb · α)

= (Va · ∇̃VaT ) · (ψ ⊗ α) − 1

4
AX∗

i
X∗
j · T · (Xi ·Xj · ψ) ⊗ α

+
1

8
γcd,b Vc · T · Vd · Vb · (ψ ⊗ α).

Le deuxième terme est manifestement G-invariant. Il reste à vérifier que les
deux sections de Cl(E), (Va · ∇̃VaT ) et (γcd,a Vc ·T ·Va ·Vb) sont G-invariantes.
En effet,

LVb
(Va · ∇̃VaT ) = (LVb

Va) · ∇̃VaT + Va · ∇̃LVb
VaT

= γcb,a Vc · ∇̃VaT + γcb,a Va · ∇̃VaT

= (γcb,a + γab,c)Vc · ∇̃VaT = 0,

et, similairement,

LVd
(γca,b Vc · T · Va · Vb) = γca,b (γed,c Ve · T · Va · Vb + γed,a Vc · T · Ve · Vb
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+γed,b Vc · T · Va · Ve)
= (γca,eγ

b
d,e + γce,bγ

a
d,e + γcd,eγ

e
a,b)Vc · T · Va · Vb = 0.†

1.3 Variétés quaternioniennes-Kähler

On se tourne maintenant vers le cas particulier oùM est une variété spinorielle
quaternionienne-Kähler et E le SO(3)-fibré principal au-dessus de M ad-
mettant une 3-structure de Sasaki. En particulier, si M n’est pas l’espace
hyperbolique quaternionien, sa dimension doit être un multiple entier de 8,
à cause de la spinorialité (cf. [53]).

Pour alléger les notations, on va utiliser le même symbole pour les dérivées
covariantes sur M et sur E, ainsi que leur prolongement aux fibrés des
spineurs. Considérons une base canonique {v1, v2, v3} de so(3), induisant
les champs verticaux fondamentaux sur E, {V1, V2, V3}, qui définissent une
3-structure de Sasaki sur E. Considérons les tenseurs Jα = −∇Vα.

La structure de variété quaternionienne-Kähler surM se retrouve à partir
de la structure de 3-Sasaki sur E de la manière suivante: pour chaque point x
de M , on choisit une section locale s de E et on définit localement Iα(Xy) =
π∗(Jα(s∗(Xy))) = π∗(Jα(X∗

s(y))). La vérification du fait que les sections

locales de End(TM) ainsi définies satisfont les relations quaternioniennes et
qu’elles engendrent un sous-fibré parallèle de rang 3 de End(TM) est une
conséquence directe des relations satisfaites par une structure 3-sasakienne.

Faisons maintenant un point sur les notations: α, β, γ seront toujours
des éléments de {1, 2, 3}, ε123αβγ sera la signature de la permutation {α, β, γ}
de {1, 2, 3} et 0 si {α, β, γ} n’est pas une permutation. On va aussi fixer un
point x ∈ M , un repère local orthonormé {e1, . . . , en} avec (∇ ei)x = 0, et
son relèvement horizontal à E, noté aussi {e1, . . . , en}, par abus de notation.
On introduit les 2-formes Ωα = 1

2ei∧Jα(ei) et les opérateurs de Dirac tordus
Dα = Jα(ei) · ∇ei

, dans un repère local orthonormé {ei}. L’apparition du
même indice dans une formule indique une sommation.

Tous les calculs qu’on va faire seront valables en x, mais la forme ten-
sorielle des résultats indiquera qu’ils seront vrais sur E. Avant de passer aux
spineurs, voici quelques formules dont on va se servir fréquemment

∇VαVβ = ε123αβγVγ , Jα(Vβ) = ε123αβγVγ , X · Ωα = Ωα ·X − 2Jα(X),
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(∇XJα)(Y ) = 〈X,Y 〉Vα − 〈Vα, Y 〉X , ∀X,Y ∈ TE,
∇ej

(Jα(ei)) = δijVα − ε123αβγVγ〈Jβ(ei), ej〉,
∇Vβ

(Jα(ei)) = −ε123αβγJγ(ei) + δαβei,

∇ej
Ωα = ej · Vα + ε123αβγJβ(ej) · Vγ , ∇Vβ

Ωα = 0.

Considérons maintenant la structure spinorielle sur M ainsi que la structure
spinorielle sur E qu’elle induit. On a vu qu’à un spineur ϕ sur M et à un
élément ξ de Σ3 on peut associer un spineur projetable ϕ⊗ξ sur E. Quitte à
changer la représentation spinorielle sur la partie verticale, ce qui reviendrait
à changer chaque Vα en −Vα, on peut supposer que l’élément de volume de
Cl(3) agit trivialement sur les éléments de Σ3. Par conséquent,

Vα · Vβ · Vγ · (ϕ⊗ ξ) = ϕ̄⊗ ξ.

Ceci, ainsi que les formules générales de la section précédente, donne

∇ei
(ϕ⊗ ξ) = (∇ei

ϕ) ⊗ ξ +
1

2
Jα(ei) · Vα · (ϕ⊗ ξ);

∇Vα(ϕ⊗ ξ) = −1

2
Ωα · ϕ⊗ ξ − 1

2
Vα · ϕ̄⊗ ξ;

D̃(ϕ⊗ ξ) = (Dϕ) ⊗ ξ +
1

2
Ωα · Vα · ϕ⊗ ξ +

3

2
ϕ̄⊗ ξ.

On calcule ensuite

ej · ∇ej
(Ωα · Vα · ϕ⊗ ξ) = ej(ej · Vα · Vα · ϕ⊗ ξ + ε123αβγJβ(ej) · Vγ · Vα · ϕ⊗ ξ

−Ωα · Jα(ej) · ϕ⊗ ξ + Ωα · Vα · (∇ej
ϕ) ⊗ ξ

+
1

2
Jα(ej) · Vα · ϕ⊗ ξ))

= 3nϕ⊗ ξ − 2ej · Jβ(ej) · Vβ · ϕ̄⊗ ξ − 2Ωα · Ωα · ϕ⊗ ξ

+6nϕ⊗ ξ − Ωα · Vα ·Dϕ⊗ ξ + 2Vα ·Dαϕ⊗ ξ

+Ωα · Ωα · ϕ⊗ ξ − 3nϕ⊗ ξ

= 6nϕ⊗ ξ − Ωα · Ωα · ϕ⊗ ξ − 4Ωα · Vα · ϕ⊗ ξ

−Ωα · Vα ·Dϕ⊗ ξ + 2Vα ·Dαϕ⊗ ξ.

Vβ · ∇Vβ
(Ωα · Vα · ϕ⊗ ξ) = −ε123αβγΩα · Vβ · Vγ · ϕ⊗ ξ

+Ωα · Vβ · Vα · (−1

2
Ωα · ϕ⊗ ξ − 1

2
Vα · ϕ̄⊗ ξ)
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= 2Ωα · Vα · ϕ̄⊗ ξ − 1

2
Ωα · Ωβ · Vβ · Vα · ϕ⊗ ξ

−1

2
Ωα · Vα · ϕ̄⊗ ξ

=
3

2
Ωα · Vα · ϕ̄⊗ ξ − 2Ωα · Vα · ϕ̄⊗ ξ

+
1

2
Ωα · Ωα · ϕ̄⊗ ξ

= −1

2
Ωα · Vα · ϕ̄⊗ ξ +

1

2
Ωα · Ωα · ϕ̄⊗ ξ,

ce qui implique

D̃(Ωα · Vα · ϕ⊗ ξ) = 6nϕ⊗ ξ − 1

2
Ωα · Ωα · ϕ⊗ ξ − 9

2
Ωα · Vα · ϕ⊗ ξ

−Ωα · Vα ·Dϕ⊗ ξ + 2Vα ·Dαϕ⊗ ξ.

En utilisant les resultats de O. Hijazi et J.-L. Milhorat (cf. [28]) et ces
formules, on pourrait essayer de résoudre le problème de la minoration des
valeurs propres de l’opérateur de Dirac sur les variétés quaternioniennes-
Kähler. Pour l’instant il nous manque toujours un argument pour conclure.
Pour des applications des résultats de ce chapitre, voir les chapitres 2, 3 et
4.
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Chapter 2

La première valeur propre de

l’opérateur de Dirac sur les

variétés kählériennes

compactes

Le contenu de ce chapitre a fait l’objet d’un article paru dans Communica-
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tions in Mathematical Physics 169, p. 373-384, 1995. Le résultat principal
est la classification des variétés de dimension complexe impaire admettant
des spineurs de Killing kählériens.
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Résumé. – K. D. Kirchberg [35] a donné une borne inférieure de la première
valeur propre de l’opérateur de Dirac sur une variété kählérienne spinorielle
compacte M de dimension complexe impaire, à courbure scalaire positive.
On montre que les variétés pour lesquelles l’égalité est atteinte s’identifient
aux espaces de twisteurs (cf. [53]) des variétés quaternioniennes à courbure
scalaire positive.

Abstract. – K. D. Kirchberg [35] gave a lower bound for the first eigenvalue
of the Dirac operator on a spin compact Kähler manifold M of odd com-
plex dimension with positive scalar curvature. We prove that the manifolds
satisfying the limiting case are the twistor spaces (cf. [53]) of quaternionic
Kähler manifolds with positive scalar curvature.

Classification AMS. – 53A50, 53C55, 53C25.

Mots-clés. – opérateur de Dirac, spineurs de Killing kählériens, espaces
de twisteurs.
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2.1 Introduction

En 1980, T. Friedrich ([14]) a montré à l’aide de la formule de Lichnerowicz
et en utilisant une modification de la connexion de Levi-Civita, que sur une
variété riemannienne spinorielle compacte (Mn, g), toute valeur propre λ de
l’opérateur de Dirac satisfait

λ2 ≥ n

4 (n− 1)
inf
M
S, (2.1)

où S est la courbure scalaire de M . En 1984, O. Hijazi ([26]) a montré que
l’égalité ne peut être atteinte en (2.1) si M est kählérienne. Le cas kählérien
a été considéré par Kirchberg ([35]) qui a montré que toute valeur propre
λ de l’opérateur de Dirac sur une variété kählérienne spinorielle compacte
(M2m, g) satisfait

λ2 ≥ m+ 1

4m
inf
M
S, si m est impair, (2.2)

et
λ2 ≥ m

4 (m− 1)
inf
M
S, si m est pair, (2.3)

Pour simplifier, on appellera une variété-limite une variété kählérienne
spinorielle compacte (M2m, g, J) de dimension complexe impaire, pour laque-
lle l’égalité dans (2.2) est satisfaite.

Le cas d’égalité dans (2.3) a été analisé par Lichnerowicz [46], qui a
montré que le problème se réduit au cas de la dimension complexe impaire.

En 1988, Kirchberg ([36]) classifie toutes les variétés-limites de dimension
6, et il trouve l’espace projectif complexe CP3 et la variété de drapeaux
F3(1, 2).

En [27], Hijazi définit l’opérateur de twisteurs kählérien qui permet de
démontrer l’inégalité (2.2) de manière naturelle et sans faire appel aux
valeurs propres de la forme de Kähler. L’intérêt de cette approche est que
le cas-limite de (2.2) se caractérise par l’existence d’un champ spinoriel par-
allèle pour une connexion modifiée. Plus précisément, il prouve

Théorème 1 ([27]). Soit M une variété-limite et Ψ un spineur propre
qui satisfait (2.2). Alors M est un espace d’Einstein, Ψ est un spineur-

twisteur Kählérien et Ψ = Ψ+ + Ψ−, avec Ω · Ψ± = ± (−1)
m−1

2 iΨ±, où
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Ψ+ et Ψ− sont les demi-spineurs associés à Ψ dans la décomposition ΣM =
Σ+M + Σ−M .

Dans ce qui suit, on considérera que la métrique sur les variétés-limites
est toujours normalisée de telle façon que S = n (n+ 2).

Le but de ce papier est de montrer le résultat suivant

Théorème A. La seule variété-limite de dimension 8 l + 2 est CP4 l+1.
Les variétés-limites de dimension 8 l + 6 sont exactement les espaces de
twisteurs en sens généralisé [53] associés aux variétés quaternioniennes à
courbure scalaire positive.

L’idée de la démonstration est d’utiliser Théorème 1 pour montrer que
l’égalité dans (2.2) implique l’existence de spineurs de Killing sur un certain
fibré en cercles UM au-dessus de M . La classification due à C. Bär des
variétés admettant des spineurs de Killing réels [1] permet de montrer que
UM admet une 3-structure de Sasaki régulière, et on remarque que M est
l’espace de twisteurs associé au quotient de UM par les orbites de la 3-
structure de Sasaki, en utilisant les resultats de Boyer, Galicki et Mann [7].

2.2 Préliminaires

Soit (M2m, g, J) une variété kählérienne; on appelle ∇ la connexion de Levi-
Civita sur le fibré tangent TM , ainsi que son extension au fibré des formes
extérieures, et au fibré des spineurs complexes, ΣM . L’opérateur de Dirac
est défini par

D =
n∑

i=1

ei · ∇ei
,

où (e1, · · · , en) est une base locale orthonormée de TM . A partir de J , on
définit D̃, une autre ”racine carrée du laplacien”, par la formule (locale)

D̃ =
n∑

i=1

J(ei) · ∇ei
= −

n∑

i=1

ei · ∇J(ei),

et on vérifie sans difficulté les relations

D̃2 = D2 et D̃D +DD̃ = 0.
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On considère l’opérateur des twisteurs kählérien P : ΣM → T ∗M ⊗ ΣM
défini par (cf. [27])

PX(Ψ) = ∇XΨ +
1

n+ 2
X ·DΨ +

1

n+ 2
J(X) · D̃Ψ.

Définition 2.2.1 Un spineur Ψ qui satisfait P (Ψ) ≡ 0 s’appelle un spineur-
twisteur kählérien.

L’action des k-formes sur ΣM est donnée par

ω · Ψ =
∑

i1<···<ik
ω(ei1 , · · · , eik)ei1 · ... · eik · Ψ .

Modulo cette action, la forme de Kähler Ω (définie par Ω(X,Y ) = g(X,JY )),
satisfait

Ω =
1

2

n∑

i=1

J(ei) · ei = −1

2

n∑

i=1

ei · J(ei).

L’action de Ω sur ΣM donne une décomposition en somme directe (cf. [35])

ΣM = ⊕m
r=0ΣrM,

où ΣrM est le fibré propre de rang Crm associé à la valeur propre i µr =
i (m − 2 r) de Ω. Par rapport à cette décomposition, tout spineur Ψ s’écrit
d’une manière unique comme

Ψ =
m∑

r=0

Ψr.

On aura besoin des formules élémentaires pour les submersions rieman-
niennes ([50]). Pour toute submersion riemannienne N → M , on définit les
tenseurs A et T sur N par

AXY = V∇HXHY + H∇HXVY,
TXY = V∇VXHY + H∇VXVY,

où H et V sont la projection horizontale et verticale, respectivement.

Dans le cas où la fibre est de dimension 1 et totalement géodésique, les
tenseurs A et T s’expriment par

T = 0 , AX∗V = ∇X∗V = ∇VX
∗,
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AX∗Y ∗ = −AY ∗X∗ =
1

2
V([X∗, Y ∗]),

où X∗ est le relèvement horizontal de X ∈ TM en un point y ∈ N , et
ici, ainsi que dans tout ce qui suit, V est le vecteur unitaire en y tel que
{X∗

1 , · · · ,X∗
n, V } est une base orientée de TyN pour toute base orientée

{X1, · · · ,Xn} de Tπ(y)M .

On conclut cette section introductive avec les définitions suivantes

Définition 2.2.2 Un champ vectoriel X sur une variété riemannienne (M,g)
s’appelle une structure de Sasaki si les conditions suivantes sont vérifiées

1. X est un champ vectoriel de Killing de longueur constante 1;

2. Le tenseur ϕ de type (1,1) défini par ϕ = −∇X est une structure
presque complexe sur la distribution orthogonale à X (ϕ2 = −1 et ϕ = −ϕ∗

sur X⊥);

3. (∇V ϕ)W = g(V,W )X − g(X,W )V, ∀U , V .

Définition 2.2.3 Un triplet (X1,X2,X3) s’appelle une 3-structure de Sasaki
sur Msi les conditions suivantes sont vérifiées

1. Le vecteur Xi définit une structure de Sasaki pour chaque i ∈ {1, 2, 3};
2. Le repère (X1,X2,X3) est orthonormé;

3. Pour toute permutation (i, j, k) de (1, 2, 3) de signature δ on a ∇Xi
Xj =

(−1)δ Xk;

4. Sur la distribution H, orthogonale à (X1,X2,X3), les tenseurs ϕi =
−∇Xi satisfont ϕi ϕj = (−1)δ ϕk pour toute permutation (i, j, k) de (1, 2, 3)
de signature δ.

2.3 La construction de UM

Cette section est dédiée au résultat suivant

Proposition 2.3.1 Pour toute variété-limite (M2m, g, J), il existe une variété
riemannienne spinorielle UM de dimension 2m+ 1 et une submersion rie-
mannienne π : UM →M dont les tenseurs fondamentaux (cf. [50]) satisfont

T = 0 et AX∗V = J(X)∗.
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Preuve. Toute variété-limite est une variété d’Einstein-Kähler, donc la
classe de cohomologie de la forme de Kähler de M est un multiple réel de
la première classe de Chern de M : [Ω] = (2π n/S)c1(M). Soit r le plus
grand entier positif tel que c1(M)/r soit encore une classe entière. Con-
sidérons le fibré en droites complexes PM sur M , dont la première classe
de Chern, c1(PM → M), est égale à c1(M)/r. On choisit une métrique
hermitienne arbitraire h sur PM et on considère UM , le fibré principal as-
socié, de groupe structural U(1) = S1. Soit σ l’action (libre) de S1 sur UM .
On considère une connexion sur UM de forme de connexion α, qui induit
une connexion métrique sur PM . Soit F la forme de courbure de α sur
UM . La connexion sur UM induit une famille de métriques riemanniennes
sur UM qui font de π une submersion riemannienne : il suffit de définir
gcUM (X,Y ) = gM (π∗(X), π∗(Y ))− c2 α(X)α(Y ) (c > 0), via l’identification
de L(S∞) avec iR qui fait correspondre ∂

∂t
à i. La submersion riemannienne

ainsi obtenue est à fibres totalement géodésiques. D’une manière évidente
on a

[π∗Ω] =
2π n

S
c1(M) =

2π n r

S
c1(PM →M) =

i n r

S
[F ].

Après une éventuelle modification de la connexion sur UM , on a donc
les relations

π∗Ω =
i n r

S
F

et

F (X∗, Y ∗) = dα(X∗, Y ∗)

= −1

2
α([X∗, Y ∗])

=
1

2 c i
gcUM ([X∗, Y ∗], V ) (V = (1/c)σ∗(

∂

∂t
)),

donc, finalement,

π∗Ω(X∗, Y ∗) =
n r

2 c S
gcUM ([X∗, Y ∗], V )

=
n r

cS
AXY

=
n r

cS
gcUM (∇X∗Y ∗, V )

= − n r

cS
gcUM (Y ∗,∇X∗V )

= − n r

cS
gM (Y, π(AX∗V )).
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Pour c = n r/S, on obtient

Ω(X,Y ) = −gM (Y, π(AX∗V )),

qui donne

AX∗V = J(X)∗. (2.4)

En fait, la variété UM est une racine maximale du fibré en droites complexes
canonique sur M . On conclut la démonstration de la proposition avec le
lemme suivant.

Lemme 2.3.1 Pour toute submersion riemannienne p : E →M à fibres de
dimension 1 et pour toute structure spinorielle sur M , il existe une structure
spinorielle naturelle sur E provenant de celle sur M .

Preuve. Soient PSO(n)(M) et PSpin(n)(M) le fibré des repères orthonormés

orientés et la structure spinorielle sur M respectivement, et PSO(n+1)(M)

et PSpin(n+1)(M) les fibrés obtenus par l’agrandissement des groupes struc-
turaux. On considère aussi le fibré des repères orthonormés orientés sur E,
PSO(n+1)(E). On définit

g : PSO(n+1)(E) 7−→ PSO(n+1)(M)

par

g((u∗, V ) ·A) = [u,A],

car tout repère sur E s’écrit (u∗, V ) ·A, où u∗ est le relèvement d’un repère
sur M et A ∈ SO(n+ 1). On vérifie facilement que g est bien défini. On a
donc un diagramme commutatif

P
g̃−→ PSpin(n+1)(M)

f ↓ ↓

PSO(n+1)(E)
g−→ PSO(n+1)(M)

↓ ↓

E
π−→ M
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où P est le pull-back de PSpin(n+1)(M) par π et f est défini par

f([ũ, α], e) = ((u∗, V )e · θ(α)).

Ici ũ ∈ PSpin(n)(M), α ∈ Spin(n+ 1), u∗ est le relèvement dans e de la

projection de ũ dans PSO(n)(M) et θ est la projection de Spin(n+ 1) sur

SO(n+ 1). La vérification du fait que f est bien définie et représente une
structure spinorielle sur E est triviale. Ceci achève la démonstration du
lemme et de la proposition.

Q.E.D.

Pour E = UM , on appelle ∇ la connexion de Levi-Civita sur UM , ainsi
que la connexion induite sur le fibré des spineurs sur UM .

2.4 Spineurs projetables

Les résultats de cette section sont valables pour toute submersion rieman-
nienne E → M à fibres totalement géodésiques de dimension 1 sur une
variété M de dimension paire. Soit, pour n = 2m, Σn - la représentation
irréductible de Cln. Par rapport à l’action de Spin(n), Σn se décompose en

Σn = Σ+
n ⊕ Σ−

n .

Si par rapport à cette décomposition, ψ s’écrit ψ = ψ+ + ψ−, on note ψ̄ =
ψ+ − ψ−.

L’algèbre Cln+1 a deux représentations irréductibles, Σ±
n+1, dont la somme

directe est la représentation spinorielle Σn+1. Les sous-espaces Σ±
n+1 de Σn+1

sont les sous-espaces propres de la multiplication par ω = im e1 · · · en+1 avec
la valeur propre ± i. On identifie Σ±

n+1 avec Σn par les actions ρ± de Cln+1

sur Σn suivantes

ρ±(ek) · ψ =

{
ek · ψ si k ≤ n
± i · ψ̄ si k = n+ 1

Dans ce qui suit, on identifie Σ+
n+1 avec Σn par l’intermédiaire de ρ+. En

utilisant les notations de la section précédente, on définit h : Σ+E → ΣM
par la formule

h([ṽ, ψ]) = [g̃(ṽ), ψ],

et on vérifie facilement qu’il est bien défini. Evidemment, Σ+E = π∗(ΣM).
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Définition 2.4.1 On appelle spineur projetable tout champ spinoriel Ψ sur
E qui satisfait h(Ψe) = h(Ψf ) pour tous e et f tels que π(e) = π(f).

Tout spineur projetable Φ sur E induit d’une manière évidente un spineur
h(Φ) sur M . Réciproquement, tout spineur Ψ sur M induit un unique
spineur projetable Ψ̃ sur E par la formule Ψ̃ = π∗Ψ. Dans un certain sens,
les spineurs projetables sont les spineurs sur E ”constants” le long des fibres
de la fibration E →M .

Si Φ̃ est projetable sur Φ, alors X∗ · Φ̃ est projetable sur X · Φ et V · Φ̃
est projetable sur i Φ̄.

Proposition 2.4.1 Soit Φ̃ un spineur sur E, projetable sur Φ. Alors ∇̃X∗Φ̃
est projetable sur

∇XΦ − 1

2
i π∗(AX∗V ) · Φ̄,

et ∇̃V Φ̃ est projetable sur

−1

4

n∑

j=1

π∗(AX∗
j
V ) ·Xj · Φ.

Preuve. Soit s = (X1, · · · ,Xn) une section locale de PSO(n)(M) qui in-

duit une section [s, In+1] de PSO(n+1)(M) et une section s0 de PSpin(n+1)(M).

A son tour, s0 induit une section s̃(e) = (s0(π(e)), e) de la structure spinorielle
PSpin(n+1)(E). Si le spineur Φ s’écrit localement Φ = [s, φ], où φ : U ⊂M →
Σn alors Φ̃ = [s̃, ψ], où ψ = φ ◦ π, et on a

∇̃X∗Φ̃ =
1

2

∑

j<k

X∗
j ·X∗

k〈∇̃X∗X∗
j ,X

∗
k〉 · Φ̃ + [s̃,X∗(ψ)] +

+
1

2

∑
X∗
j · V 〈∇̃X∗X∗

j , V 〉 · Φ̃

=
1

2

∑

j<k

X∗
j ·X∗

k〈∇̃X∗X∗
j ,X

∗
k〉 · Φ̃ + [s̃,X(φ)] −

−1

2
AX∗V · V · Φ̃,

qui est projetable sur

1

2

∑

j<k

Xj ·Xk〈∇XXj,Xk〉 · Φ + [s,X(φ)] − 1

2
π∗(AX∗V ) · V · Φ =
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= ∇XΦ − 1

2
i π∗(AX∗V ) · Φ̄.

La deuxième partie de la proposition se démontre de la même manière:

∇̃V Φ̃ =
1

2

∑

j<k

X∗
j ·X∗

k〈∇̃VX
∗
j ,X

∗
k〉 · Φ̃ + [s̃, V (ψ)] +

+
1

2

∑
X∗
j · V 〈∇̃VX

∗
j , V 〉 · Φ̃

=
1

2

∑

j<k

X∗
j ·X∗

k〈∇̃VX
∗
j ,X

∗
k〉 · Φ̃

=
1

4

∑

j,k

X∗
j ·X∗

k〈∇̃VX
∗
j ,X

∗
k〉 · Φ̃

=
1

4

∑

j

X∗
j · ∇̃VX

∗
j · Φ̃

=
1

4

∑

j

X∗
j · π∗(AX∗

j
V ) · Φ̃,

qui est projetable sur −1
4

∑n
j=1 π∗(AX∗

j
V ) ·Xj · Φ.

Q.E.D.

Corollaire 2.4.1 Si DE et D sont les opérateurs de Dirac sur E et M re-
spectivement, alors pour tout spineur Φ̃ projetable sur Φ, DEΦ̃ est projetable
sur DΦ − 1

4 i
∑n
j=1Xjπ∗(AX∗

j
V ) · Φ̄. En particulier, pour E = UM on a

h(DUM Φ̃) = DΦ +
1

2
iΩ · Φ̄. (2.5)

2.5 Spineurs de Killing

Dans cette section E sera une variété riemannienne spinorielle de dimension
impaire 2m + 1 avec la connexion de Levi-Civita ∇̃. Les résultats qu’on
obtient seront utilisés dans les sections suivantes dans le cas où E est le fibré
UM sur M construit ci-dessus.

Soit CE le cône sur E, c.à.d. CE = E × R∗
+ avec la métrique ḡ =

r2gE + dr2. Alors la dérivée covariante ∇̄ de la connexion de Levi-Civita de
ḡ satisfait les formules des produits tordus ([51], p.206)

∇̄ ∂
∂r

∂

∂r
= 0 , (2.6)
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∇̄ ∂
∂r
X = ∇̄X

∂

∂r
=

1

r
X , (2.7)

∇̄XY = ∇̃XY − r 〈X,Y 〉E
∂

∂r
, (2.8)

pour tous champs de vecteurs X et Y sur E, identifiés aussi avec leurs pro-
longements canoniques à CE.

On identifie Σ+
2m+2 avec Σ2m+1 par l’isomorphisme de Cl+2m+2 sur Cl2m+1

donné par ei ·e2m+2 7→ ei. On applique, mutatis mutandis, les mêmes raison-
nements des deux sections précédentes, et on trouve (en utilisant (2.6), (2.7),
(2.8))

Proposition 2.5.1 Soit Φ̃ un spineur sur CE, projetable sur Φ. Alors
∇̄XΦ̃ est projetable sur

∇̃XΦ − 1

2
X · Φ,

et ∇̄ ∂
∂t

Φ̃ = 0.

Donc si E admet un spineur de Killing de constante −1
2 , CE admet un

spineur parallèle. Ceci est une manière plus simple de classifier les variétés
simplement connexes admettant des spineurs de Killing, sans passer par les
formes de connexion et les groupes d’holonomie, comme dans le papier initial
de Bär ([1]).

Remarque 2.5.1 Si E admet un spineur de Killing de constante 1
2 , alors

−CE admet un spineur parallèle, où −CE est CE avec l’orientation op-
posée. Ceci résulte tout simplement du fait que si on change l’orientation de
CE, alors pour tout spineur Φ̃ sur CE projetable sur Φ, le spineur qui sera
projetable sur X · Φ est X · (− ∂

∂t
) · Φ̃ et non pas X · ∂

∂t
· Φ̃.

2.6 Démonstration du théorème principal

Soit maintenant M une variété-limite de dimension n = 2m, m impair, et
UM →M la submersion riemannienne construite dans les sections précédentes.
Supposons que sur M il existe un spineur Ψ qui satisfait DΨ = λΨ, avec

λ2 =
n+ 2

4n
inf
M
S.
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Le théorème 1 montre que S est constant, et que

∇XΨ +
1

n+ 2
X ·DΨ +

1

n+ 2
J(X) · D̃Ψ = 0. (2.9)

On choisit un repère local orthonormé (X1, · · · ,Xn). On multiplie (2.9),
pour X = Xi, par J(Xi), on somme sur i, et on obtient

D̃Ψ = −Ω ·DΨ = −λΩ · Ψ. (2.10)

De la deuxième partie du théorème 1 on tire

D̃Ψ = −i ε λ Ψ̄, (2.11)

où ε = (−1)
m−1

2 , donc on a

∇XΨ +
λ

n+ 2
X · Ψ − i ε λ

n+ 2
J(X) · Ψ̄ = 0. (2.12)

On a supposé au début que la métrique sur M est renormalisée de telle
manière que S = n (n+ 2), donc λ2 = (n+2

2 )2, ce qui donne λ = ± n+2
2 . Du

fait que n est pair, le spectre de D est symétrique par rapport à 0, donc on

peut supposer λ = ε (n+2)
2 , où ε = (−1)

m−1

2 . Alors (2.12) donne

∇XΨ +
ε

2
X · Ψ − i

2
J(X) · Ψ̄ = 0. (2.13)

Soit Ψ̃ le spineur projetable induit par Ψ sur UM . Par la proposition 2.4.1,
∇̃X∗Ψ̃ est projetable sur ∇XΨ− 1

2 i π∗(AX∗V ) · Ψ̄ et par la proposition 2.3.1,

π∗(AX∗V ) = J(X). Ainsi, ∇̃X∗Ψ̃ est projetable sur ∇XΨ− 1
2 i J(X) · Ψ̄. De

plus, ε
2 X

∗ · Ψ̃ est projetable sur ε
2X · Ψ, donc (2.13) montre que

∇̃X∗Ψ̃ +
ε

2
X∗ · Ψ̃ = 0 ∀ X ∈ TM.

D’autre part, de la deuxième partie de la proposition 2.4.1 on tire

h(∇̃V Ψ̃) = −1

4

n∑

j=1

π∗(AX∗
j
V ) ·X∗

j · Ψ

= −1

2
Ω · Ψ

= − i ε
2

Ψ̄

= h(−ε
2
V · Ψ̃).
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Donc Ψ̃ est un spineur de Killing de Σ+UM de constante − ε
2 . De plus,

Ψ̃ est un spineur projetable, donc par la proposition 2.4.1

h(−ε
2
V · Ψ̃) = h(∇̃V Ψ̃)

= −1

4

n∑

j=1

π∗(AX∗
j
V ) ·Xj · Ψ

= −1

4

n∑

j=1

J(Xj) ·Xj · Ψ

= −1

2
Ω · Ψ

= −1

2
h(Ω̃ · Ψ̃),

où Ω̃ = 1
2

∑n
j=1 J(X∗

j ) ·X∗
j . Par conséquent,

ε V · Ψ̃ = Ω̃ · Ψ̃. (2.14)

Comme M est une variété d’Einstein-Kähler de constante d’Einstein pos-
itive, le théorème de Kobayashi ([39]) montre queM est simplement connexe.
En considérant la suite exacte d’homotopie et la suite exacte de Thom-Gysin
du fibré (UM,π,M,S1), on obtient que UM est lui aussi simplement connexe
(cf. [47]). La classification de Bär montre alors que le groupe d’holonomie
du cône CM sur UM est un des groupes du tableau suivant

n = dimension de M Hol(CM)

n arbitraire 0

n+ 2 = 2 k SU(k)

n+ 2 = 4 k Sp(k)

n+ 2 = 8 Spin(7)

n+ 2 = 7 G2

Pour n = 6, le cas Hol(CM) = Spin(7) est impossible car V définit une
structure de Sasaki sur UM , donc CM est kählérienne et Ricci-plate ce qui
montre que le groupe d’holonomie de CM est inclus dans SU(4) ⊂ Spin(7)
(strictement) (cf. [1], pp.14).

On montre à présent que le cas Hol(CM) = SU(2 k) est, lui aussi, impos-
sible. Considérons le relèvement parallèle Φ de Ψ̃ dans CM , où l’orientation
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de CM serait désormais −ε. La forme de Kähler de CM est Ω̂ = Ω+ J̃(V ) ·
V = Ω̃ − ∂

∂t
· V = Ω̃ + V · ∂

∂t
(cf. [1], pp.13). De la section précédente on

sait que V · (−ε ∂
∂t

) · Φ est projetable sur V · Ψ̃, donc Ω̂ · Φ est projetable

sur Ω̃ · Ψ̃ − ε V · Ψ̃ qui est nul à cause de (2.14). Sur CM on a donc trouvé
un spineur parallèle qui se trouve dans le noyau de Ω̂, ΣkCM . D’autre
part, un raisonnement purement algébrique montre que les deux spineurs
parallèles se trouvent respectivement dans Σ0CM et Σ2 kCM , une contra-
diction. Les seuls cas qui restent sont par conséquent Hol(CM) = Sp(k) et
Hol(CM) = 0. Dans chacun de ces deux cas, UM admet une 3-structure de
Sasaki. Pour montrer sa régularité, il suffit de remarquer que, si (V,X, Y )
définit la 3-structure de Sasaki sur UM , alors la projection de X et Y sur M
est une distribution intégrable et régulière de dimension 2 sur M , dont les
orbites sont des sphères S2 (cf. [24]). Un raisonnement algébrique, montre
que dans le cas n = 8 l + 2, il n’y a pas de spineur parallèle dans ΣkCM ,
sauf si CM = Rn+2, ce qui implique M = CP4 l+1. Finalement, le quo-
tient de UM par la 3-structure de Sasaki est une variété quaternionienne
de courbure scalaire positive, et M est l’espace des twisteurs associé à cette
variété quaternionienne, car il est le quotient de UM par une des structures
de Sasaki (cf. [7]).

Réciproquement, pour n = 8 l + 6 = 4 k − 2, si V n−2 est une variété
quaternionienne de courbure scalaire positive, il existe un fibré, Nn+1, au-
dessus de V , qui admet une 3-structure de Sasaki régulière. Soit M le
quotient de N par l’orbite d’un des 3 vecteurs de Killing. Alors M est une
variété kählérienne spinorielle, étant l’espace des twisteurs de V . D’autre
part, N est une variété d’Einstein de courbure scalaire n (n+1), car il admet
une 3-structure de Sasaki. Alors les formules de [50], pp.465 montrent que
M est une variété d’Einstein avec la courbure scalaire S = n (n+2). Le cône
sur N , CN , est hyperkählérien, donc il existe un spineur parallèle Ψ̄ dans
ΣkCN , projetable sur un spineur Ψ̃ sur N , qui par le paragraphe ci-dessus
est à son tour projetable sur un spineur Ψ sur M qui satisfait (2.13). En
plus, comme Ψ̃ satisfait (2.14), on obtient

Ω · Ψ = −i Ψ̄, (2.15)

donc Ψ = Ψ+ + Ψ−, avec Ω · Ψ± = ∓ iΨ±. De (2.13) et (2.15) on tire

DΨ +
n

2
Ψ + Ψ = 0,
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qui montre que Ψ est un spineur propre avec λ = −(n+2)
2 , i.e. M est une

variété-limite.

Q.E.D.

Remarques. 1. On peut se poser la question : d’où vient la différence
entre les cas n = 8 l + 2 et n = 8 l + 6? A part la raison ”algébrique”
(l’inexistence d’un spineur parallèle dans le noyau de la forme de Kähler de
CM pour n = 8 l+2), il y a une raison ”topologique” aussi : pour n = 8 l+2,
le seul espace de twisteurs qui est en même temps une variété spinorielle,
est CP4 l+1, comme espace de twisteurs de HP2 l. On peut faire l’analogie
avec le cas de la dimension complexe paire : ici l’inégalité de Kirchberg peut
être améliorée par rapport à la dimension complexe impaire à cause d’une
contrainte ”algébrique” (sur les valeurs propres de Ω), mais une ”raison
topologique” est le fait que les espaces projectifs ne sont pas spinoriels en
dimension complexe paire.

2. Si Hol(CM) = 0, on a UM = Sn+1 (cf. [1]) et un raisonnement

simple montre que M = CPm. Du fait que dim(Σm+1

2

(M)) = C
m+1

2

m+1 , on

trouve C
m+1

2

m+1 spineurs propres de D sur CPm avec la valeur propre m+ 1.

3. Si n = 8 l − 2, et Hol(CM) = Sp(2 l), on trouve un seul spineur
parallèle dans Σ2 lCM , donc un seul spineur propre de D sur M avec la
valeur propre m + 1, dont le conjugué est un spineur propre avec la valeur
propre −(m+ 1).

Exemples. Les seuls exemples connus de variétés quaternioniennes à
courbure scalaire positive sont des espaces symétriques. On a trois familles

HPk =
Sp(k + 1)

Sp(k) × Sp(1)
, Xk =

SU(k + 2)

S(U(k) × U(2))
, Y k =

SO(k + 4)

S(O(k) ×O(4))
,

et 5 exemples correspondant aux groupes exceptionnels. La première famille
a comme famille de variétés-limites M4k+2 = CP2k+1. La famille Xk induit
comme variétés-limites la famille de variétés des drapeaux (k impair)

Fk+2(2, 1) = {(V1, V2)| 0 ∈ V1 ⊂ V2 ⊂ Ck+2, dimCVi = i}.
La famille Y k induit comme variétés-limites les espaces homogènes (k impair)

Z4 k+2 =
SO(k + 4)

S(O(k) ×O(3) ×O(2))
.
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Pour des détails, on propose [53].

Remerciements. Je tiens à remercier Jean Pierre Bourguignon pour les
nombreuses idées partagées au cours de nos discussions.
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Chapter 3

Kählerian Killing Spinors,

Complex Contact Structures

and Twistor Spaces

Le contenu de chapitre a fait l’objet d’une note écrite en collaboration avec
Uwe Semmelmann, parue dans les Comptes Rendus de l’Académie des Sci-
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ences, t. 323, Série I, p.57-61, 1996. On démontre, parmi d’autres résultats,
que les seules variétés de Kähler-Einstein admettant une structure complexe
de contact sont les espaces de twisteurs des variétés quaternioniennes-Kähler
à courbure scalaire positive.
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Résumé. – On utilise nos résultats récents ([38] et [49]) pour montrer
l’équivalence des trois notions du titre sous certaines conditions. On obtient
ensuite des conséquences sur les variétés de Sasaki, les structures presque
complexes de contact, et les k-structures complexes de contact.

Abstract. – We collect our recent results ([38] and [49]) and we get the
equivalence of the three notions of the title under some conditions. We then
use this equivalence in order to prove some consequences about Sasakian
manifolds, complex almost contact structures and complex k-contact struc-
tures.

Classification AMS. – 53C15, 53A50, 53C55, 53C25.

Mots-clés. – espaces de twisteurs, spineurs de Killing kählériens, structure
complexe de contact.
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Version Française Abrégée - SoitM une variété kählérienne spinorielle
compacte de dimension complexe impaire m = n/2 et courbure scalaire pos-
itive R. Alors, toute valeur propre λ de l’opérateur de Dirac D satisfait
l’inégalité (cf. [35])

λ2 ≥ m+ 1

4m
inf
M
R.

Dans le cas où l’égalité est satisfaite, M s’appelle une variété-limite et tout
spineur propre Ψ de D correspondant aux valeurs propres ±

√
(m+ 1)R/4m

est un spineur de Killing kählérien, c.à.d. satisfait l’équation différentielle
(cf. [27]):

∇XΨ +
1

n+ 2
X ·DΨ +

1

n+ 2
J(X) · D̃Ψ = 0,

où D̃ est l’opérateur de Dirac tordu par J , dont l’expression dans une base
{ei} orthonormée est D̃ = J(ei) · ∇ei

. Dans [49] on démontre:

Théorème. La seule variété-limite de dimension 8l+ 2 est CP4l+1. Les
variétés-limites de dimension 8l+6 sont exactement les espaces de twisteurs
des variétés quaternioniennes à courbure scalaire positive.

D’autre part, si M4k est une variété quaternionienne à courbure scalaire
positive, son espace de twisteurs (cf. [53]) admet une métrique de Kähler-
Einstein à courbure scalaire positive et une structure complexe de contact.
Enfin, dans [38] on démontre le résultat suivant:

Théorème. Une variété M8l+6 de Kähler-Einstein à courbure scalaire
positive admettant une structure complexe de contact est spinorielle et possède
un spineur de Killing kählérien.

En utilisant ces deux théorèmes on trouve, parmi d’autres corollaires:

Théorème. Les seules variétés de Kähler-Einstein en dimension com-
plexe 4k + 3, admettant une structure complexe de contact sont les espaces
de twisteurs des variétés quaternioniennes à courbure scalaire positive.

———————————————-

3.1 Introduction

The notion of a complex contact structure was introduced in the late 50’s by
S. Kobayashi (cf. [39]), in analogy to real contact structures.
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In 1982 in [53], S. Salamon investigated quaternionic Kähler manifolds.
In particular, he defined the twistor space over such a manifold as a gener-
alization of the classical notion of twistor space over a self-dual 4-manifold.

In 1986, K.D. Kirchberg was led to define Kählerian Killing Spinors,
in order to characterize Kähler spin manifolds of odd complex dimension
admitting the smallest possible eigenvalue of the Dirac operator (cf. [35]).
Some important contributions to this problem are also due to O. Hijazi (cf.
[27]).

The aim of this paper is to collect our recent results (cf. [38] and [49]),
in order to explain the close connection between these three notions and to
derive some corollaries.

3.2 Previous results

In this section we describe the three notions introduced above, and recall
relevant results obtained in each of these directions.

Let M be a compact spin Kähler manifold of odd complex dimension
m = n/2 and positive scalar curvature R. Then, each eigenvalue λ of the
Dirac operator D satisfies the inequality (cf. [35])

λ2 ≥ m+ 1

4m
inf
M
R.

In the limiting case of this inequality, M is Einstein and any eigenspinor
Ψ of D corresponding to the eigenvalues ±

√
(m+ 1)R/4m is a Kählerian

Killing spinor, i.e., satisfies the following first-order differential equation (cf.
[27]):

∇XΨ +
1

n+ 2
X ·DΨ +

1

n+ 2
J(X) · D̃Ψ = 0,

where by D̃ we mean the twisted Dirac operator, given in an orthonormal
base {ei} by D̃ = J(ei) · ∇ei

. We call such M a limiting manifold. Con-
versely, any compact Kähler manifold admitting Kählerian Killing spinors is
a limiting manifold. The first examples of such manifolds were the complex
projective spaces CP2k+1.

Using complex contact structures it is possible to construct other man-
ifolds admitting Kählerian Killing spinors. We will shortly describe the
construction of [38].
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Definition 3.2.1 (cf.[39]) Let M2m be a complex manifold of complex di-
mension
m = 2k+1. A complex contact structure is a family C = {(Ui, ωi)} satisfying
the following conditions:

(i) {Ui} is an open covering of M .

(ii) ωi is a holomorphic 1-form on Ui.

(iii) ωi ∧ (∂ωi)
k ∈ Γ(Λm,0M) is different from zero at every point of Ui.

(iv) ωi = fijωj in Ui∩Uj , where fij is a holomorphic function on Ui∩Uj .

Let C = {(Ui, ωi)} be a complex contact structure. Then there exists an
associated holomorphic line subbundle LC ⊂ Λ1,0(M) with transition func-
tions {f−1

ij } and local sections ωi. From condition (iii) immediately follows

the isomorphism Lk+1
C

∼= K, where K = Λm,0(M) denotes the canonical
bundle of M . If we assume k to be an odd integer then M admits a canonical
spin structure. It is given by the isomorphism

L
k+1

2

C
∼= K

1

2 ∼= S0. (3.1)

Here S0 is the subbundle of the spinor bundle S which is defined as the
eigenspace of Ω for the eigenvalue −im, where the Kähler form Ω is consid-
ered as endomorphism of S. We construct now a section ΨC of the spinor
bundle which is associated to the contact structure C. For doing so we fix
(U,ω) ∈ C and define ΨC over the open set U by

ΨC |U := |Ψω|−2 η̄ω · Ψω , (3.2)

where Ψω ∈ Γ(S0 |U ) is the local section in S0 corresponding to ω⊗ k+1

2 under

the identification (3.1) and ηω := ω ∧ (∂ω)
k−1

2 . From the condition (iv) it
follows that the spinor ΨC is globally defined. We have the following

Proposition 3.2.1 (cf. [38]) Let (M,g, J) be a compact Kähler-Einstein
manifold of complex dimension m = 2k+1 with k odd, and let C be a complex
contact structure on M . Then the spinor ΨC associated with C satisfies the
equation

D2 ΨC =
m+ 1

4m
R ΨC,

where R is the scalar curvature of (M,g). In particular, the spinors

Ψ±
C := λ1ΨC ±DΨC are Kählerian Killing spinors, where λ1 =

√
m+1
4m R.
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A class of manifolds satisfying the assumptions of Proposition 3.2.1 are the
twistor spaces of quaternionic Kähler manifolds introduced by S. Salamon
(cf. [53]).

A quaternionic Kähler manifold is defined to be a 4n-dimensional ori-
ented Riemannian manifold whose restricted holonomy group is contained in
the subgroup Sp(n)Sp(1) ⊂ SO(4n) (n ≥ 2). Salamon’s idea is to construct
over each such manifold M a natural CP1– bundle Z, admitting a Kähler
metric such that the bundle projection is a Riemannian submersion. He
called this bundle the twistor space of M .

Proposition 3.2.2 (cf.[53]) Let M4k be a quaternionic Kähler manifold
with positive scalar curvature. Then its twistor space Z admits a Kähler
Einstein metric of positive scalar curvature and a complex contact structure.
Moreover, Z is spin for odd k and Z is spin for even k iff Z = CP2k+1.

From Propositions 3.2.1 and 3.2.2 we obtain that all the twistor spaces of
quaternionic Kähler manifolds M4k (k ≡ 1(2)) with positive scalar curvature
admits Kählerian Killing spinors, i.e. they are limiting manifolds.

The only explicitly known manifolds of this kind are the following three
families:

• Sp(k + 1)/Sp(k) × U(1) ∼= CP2k+1,

• SU(k + 2)/S(U(k) × U(1) × U(1)),

• SO(k + 4)/S(O(k) ×O(3) ×O(2)).

and the 15–dimensional exceptional space F4/Sp(3)U(1).

It is now interesting to see that each such limiting manifold (i.e. each
spin Kähler manifold of odd complex dimension and positive scalar curvature
admitting Kählerian Killing spinors) has to be a twistor space. This is due
to the following classification result:

Proposition 3.2.3 (cf. [49]) The limiting manifolds of complex dimension
4l+ 3 are exactly the twistor spaces associated to quaternionic Kähler man-
ifolds of positive scalar curvature. The only limiting manifold of complex
dimension 4l + 1 is CP4l+1.

The idea of the proof is the following. Take a limiting manifold M and con-
sider a maximal root of the canonical line bundle with some hermitian metric.
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The associated principal U(1)-bundle over M , say PM , with a carefully cho-
sen metric, is spin, and any spinor on M induces a projectable spinor on PM .
Moreover, a Kählerian Killing spinor induces a projectable real Killing spinor
on PM . This forces PM to admits a regular Sasakian 3-structure and M to
be the twistor space over the quotient of PM by the Sasakian 3-structure.

The last part of the proposition follows from the fact that the only spin
twistor space of complex dimension 4l + 1 is CP4l+1.

3.3 The results

Combining the above propositions we have

Theorem 3.3.1 Let M be a compact spin Kähler manifold of positive scalar
curvature and complex dimension 4l+ 3. Then the following statements are
equivalent:

(i) M admits Kählerian Killing spinors;

(ii) M is Kähler-Einstein and admits a complex contact structure;

(iii) M is the twistor space of some quaternionic Kähler manifold of
positive scalar curvature.

As an immediate corollary we have the following result:

Corollary 3.3.1 If M is a Kähler-Einstein manifold of positive scalar cur-
vature and complex dimension 4l+ 3 which admits a complex contact struc-
ture, then M is the twistor space of some quaternionic Kähler manifold of
positive scalar curvature.

This important result was obtained recently and using completely different
methods by C. LeBrun (cf. [43]). He proves the same statement but with-
out the restriction on the dimension. The interest of our proof lies in the
unexpected appearance of the Dirac operator. As a less obvious corollary
we have the following

Corollary 3.3.2 Let M be a Riemannian manifold of real dimension n =
8l + 7, admitting a Sasakian 3-structure which is regular in one direction.
Then it is regular in all directions.
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Proof. Let V be the Killing vector field in the regular direction. We denote
by N the quotient of M by the S1-action in the direction of V . Regularity
just means that N is a manifold. Now a simple calculation (cf. [30]) shows
that N is a Kähler–Einstein manifold admitting a complex contact structure.

Corollary 3.3.1 yields that N is the twistor space of some quaternionic
Kähler manifold Q, of positive scalar curvature. Using [30] once again, we
see that the 2-distribution given by the two other Killing vector fields of
the Sasakian 3-structure, projects on the 2-distribution Θ which gives the
complex contact structure on N . So the quotient of M by the Sasakian
3-structure is diffeomorphic to the space of leaves of Θ, which is exactly the
manifold Q. Thus our Sasakian 3-structure is regular.

Remark 3.3.1 Corollary 3.3.2 is also true for n = 8l + 3. We just have
to use the result of C. LeBrun [43] instead of Corollary 3.3.1 in the above
proof. Actually, as recently pointed out to us by K. Galicki, Corollary 3.3.2
is a result of S. Tanno [56].

In [31] S. Ishihara and M. Konishi introduced the concept of complex almost
contact structures. These are the hermitian manifolds of odd complex dimen-
sion 2n+1 whose structure group can be reduced to U(1) × (Sp(n) ⊗ U(1))
(the tensor product here means semi-direct product). They proved that each
such manifold under an additional normality condition admits a Kähler–
Einstein metric and also a complex contact structure. In [30] they also
showed the existence of a normal complex almost contact structure on the
S1–quotient of a 3–Sasakian space which is regular in one direction. From
Theorem 3.3.1 we then have

Corollary 3.3.3 Let M be a complete Hermitian manifold with a complex
almost contact structure. Then the structure is normal iff M is the twistor
space of some quaternionic Kähler manifold of positive scalar curvature.

To give a last application of Theorem 3.3.1 we consider a generalization of
complex contact structures. For this let C = {Ui, ωi} be a family of (local)
r–forms which again satisfies conditions (i) – (iv) of Definition 1, where (iii)
has to be changed into:

(iii)′ ωi ∧ (∂ωi)
s ∈ Γ(Λm,0M |Ui

) is different from zero at each point of Ui.

Here s = m−r
r+1 must be an integer. Such a family was called a complex

r–contact structure in [38]. If s is an odd integer then M again admits
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a canonical spin structure. In this situation it is once more possible to
construct a Kählerian Killing spinor ψC (similar to (3.2)). Theorem 3.3.1
then implies

Proposition 3.3.1 Let (M2m, g, J) be a compact Kähler–Einstein manifold
with positive scalar curvature which admits a complex r–contact structure
such that s = (m − r)/(r + 1) is an odd integer. Then M is a complex
contact manifold.
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Chapter 4

Spineurs et variétés de

Hodge

Ce chapitre reprend le texte intégral d’une prépublication (Numéro 1126) du
Centre de Mathématiques de l’Ecole Polytechnique. On étudie ici les rela-
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tions entre les spectres des opérateurs de Dirac sur l’espace total et la base
d’une submersion riemannienne à fibres totalement géodésiques de dimension
1, dans le cas où la base est une variété de Hodge.
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Résumé. – Soit N une variété riemannienne compacte admettant une struc-
ture de Sasaki régulière. Le quotient M de N par l’action de S1 correspon-
dante, avec la métrique qui fait de la projection N → M une submersion
riemannienne, est une variété de Hodge, c.à.d. une variété kählérienne com-
pacte dont la classe de cohomologie de la forme de Kähler est un multiple réel
d’une classe entière. Réciproquement, au-dessus de toute variété de Hodge
M il existe un fibré en cercles N qui admet une métrique riemannienne et
une structure de Sasaki régulière, tel que la projection N →M est une sub-
mersion riemannienne. Etant donné une submersion riemannienne N → M
à fibres S1, on a introduit dans [49] la notion de spineur projetable sur N
(dans le cas où M est spinorielle), et on a vu que l’espace des spineurs pro-
jetables est invariant par l’opérateur de Dirac sur N . Le but de ce papier est
de relier le spectre de l’opérateur de Dirac sur M , au spectre de l’opérateur
de Dirac sur les spineurs projetables sur N , dans le cas où M est une variété
de Hodge et N le fibré en cercles décrit ci-dessus.

Abstract. – Consider a compact Riemannian manifold N admitting a
regular Sasakian structure. The quotient M of N with respect to the cor-
responding S1–action, endowed with the metric which makes the projection
N → M a Riemannian submersion, is a Hodge manifold. Conversely, on
each Hodge manifold M , there is a circle bundle N admitting a Riemannian
metric with a regular Sasakian structure, such that the projection N → M
is a Riemannian submersion. Given a Riemannian submersion N →M with
1–dimensional fibres, we introduced in [49] the notion of projectable spinor
on N (for M spin), and we saw that the space of projectable spinors is D–
invariant, where D is the Dirac operator on N . The goal of this paper is
to find the relations between the spectra of the Dirac operators on M and
N , when M is a Hodge manifold and N is the corresponding Sasakian circle
bundle.

Classification AMS. – 53A50, 53C25, 53C55, 53C80.

Mots-clés. – structures de Sasaki, opérateur de Dirac, variétés de Hodge,
spineurs.
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4.1 Préliminaires et notations

Soit (M2m, g, J) une variété kählérienne; on appelle ∇ la connexion de
Levi-Civita sur le fibré tangent TM , ainsi que son extension au fibré des
formes extérieures, et au fibré des spineurs complexes, ΣM . On considère
l’opérateur de Dirac, D, et l’opérateur de Dirac ”tordu” par J , D̃

D =
n∑

i=1

ei · ∇ei
, D̃ =

n∑

i=1

J(ei) · ∇ei
= −

n∑

i=1

ei · ∇J(ei),

où (e1, · · · , en) est une base locale orthonormée de TM . Ils vérifient les
relations

D̃2 = D2 et D̃D +DD̃ = 0.

La forme de Kähler Ω est définie par Ω(X,Y ) = g(X,JY ). L’action de Ω
sur ΣM donne une décomposition en somme directe (cf. [35])

ΣM = ⊕m
r=0Σ

rM,

où ΣrM est le fibré propre de rang Crm associé à la valeur propre i µr =
i (m − 2 r) de Ω. Par rapport à cette décomposition, tout spineur Ψ s’écrit
d’une manière unique comme

Ψ =
m∑

r=0

Ψr.

On vérifie sans difficulté les relations

[Ω,D] = −2 D̃ , [Ω, D̃] = 2D , [Ω,D2] = 0. (4.1)

Suivant O’Neill ([50]), on définit les tenseurs fondamentaux d’une sub-
mersion riemannienne. Pour toute submersion riemannienne N → M , on
définit les tenseurs A et T sur N par

TXY = V∇VXHY + H∇VXVY,

AXY = V∇HXHY + H∇HXVY,
où H et V sont la projection horizontale et verticale, respectivement.

Dans le cas où la fibre est de dimension 1, la submersion est totalement
géodésique si et seulement si ∇V V = 0.

On conclut cette section introductive avec la définition suivante
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Définition 4.1.1 Un champ vectoriel X sur une variété riemannienne (M,g)
s’appelle une structure de Sasaki si les conditions suivantes sont vérifiées

1. X est un champ vectoriel de Killing de longueur constante 1;

2. Le tenseur ϕ de type (1,1) défini par ϕ = −∇X est une structure
presque complexe sur la distribution orthogonale à X (ϕ2 = −1 et ϕ = −ϕ∗

sur X⊥);

3. (∇V ϕ)W = g(V,W )X − g(X,W )V, ∀U , V .

4.2 Les opérateurs D+ et D−

Les résultats de cette section sont valables pour toute variété kählérienne
compacte M . Considérons la décomposition de chiralité ΣM = Σ+M ⊕
Σ−M . Si, par rapport à cette décomposition, Ψ s’écrit Ψ = Ψ+ + Ψ−, on
définit le conjugué de Ψ par la formule Ψ̄ = Ψ+ −Ψ−. Soit T l’opération de
conjugaison: T (Ψ) = Ψ̄. On introduit les opérateurs fondamentaux D+ et
D− par

D+ = D + i D̃ ◦ T , D− = D − i D̃ ◦ T.

Lemme 4.2.1 Les opérateurs D+ et D− commutent avec D et D̃, anticom-
mutent avec T , et ont les propriétés suivantes

D+ ◦D− = D− ◦D+ = 0 ; D2
+ = 2D+ ◦D ; D2

− = 2D− ◦D, (4.2)

D+ ◦ Ω = Ω ◦D+ + 2 i T ◦D+ ; D− ◦ Ω = Ω ◦D− − 2 i T ◦D−· (4.3)

Preuve. Les relations (4.2) se vérifient par calcul direct. Pour montrer
(4.3) on utilise (4.1).

Q.E.D.

Soit Σ0M = kerD = kerD2 l’espace des spineurs harmoniques. On va
noter par Γ0(ΣM) le complément orthogonal de Σ0M dans Γ(ΣM), et par
Σ+M et Σ−M les compléments orthogonaux de Σ0M dans kerD+, respec-
tivement kerD−.

Lemme 4.2.2 On a une décomposition en somme directe Γ0(ΣM) = Σ+M⊕
Σ−M .
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Preuve. D’abord, Σ+M ∩ Σ−M = {0}, car il n’y a pas de spineur
harmonique dans Γ0(ΣM). Soit Ψ ∈ Γ0(ΣM) un spineur et Φ ∈ Γ0(ΣM)
tel que D(Φ) = Ψ. L’existence de Φ est garantie par le fait que D est
un opérateur elliptique auto-adjoint, donc surjectif sur le complémentaire
orthogonal de son noyau. Alors

Ψ = (Ψ − D+Φ

2
) +

D+Φ

2
,

et le lemme 4.2.1 montre que (Ψ− D+Φ
2 ) ∈ Ker(D+) et D+Φ

2 ∈ Ker(D−). Il
reste à remarquer que chacune de ces deux composantes de Ψ est orthogonale
à kerD.

Q.E.D.

Lemme 4.2.3 Les décompositions

Γ(ΣM) = Σ+M ⊕ Σ−M ⊕ Σ0M

et
Γ(ΣM) = ⊕m

r=0Γ(ΣrM)

sont compatibles, dans le sens que

Γ(ΣrM) = (Γ(ΣrM) ∩ Σ+M) ⊕ (Γ(ΣrM) ∩ Σ−M)) ⊕ (Γ(ΣrM) ∩ Σ0M).

Preuve. Soit Ψ ∈ ΣrM . Il faut montrer que si Ψ = Ψ0 + Ψ1 + Ψ2 avec
Ψ0 ∈ Σ0M , Ψ1 ∈ Σ+M et Ψ2 ∈ Σ−M , alors Ψ0 , Ψ1 , Ψ2 ∈ ΣrM . Tout
d’abord, Ψ0 ∈ ΣrM car Ω et D2 commutent. Soit maintenant Φ ∈ (kerD)⊥

tel que D(Φ) = Ψ1 + Ψ2. On a vu que Ψ2 = D+Φ/2 = DΦ/2 + iD̃Φ̄/2,
donc il suffit de vérifier que D̃Φ ∈ ΣrM , car le premier terme du dernier
membre est égal à (Ψ − Ψ0)/2 ∈ ΣrM . En utilisant (4.1) et le fait que
DΦ = Ψ − Ψ0 ∈ ΣrM , on a

D(ΩD̃Φ − iµrD̃Φ) = ΩDD̃Φ + 2D̃2Φ − iµrDD̃Φ

= −ΩD̃DΦ + 2D̃2Φ − iµrDD̃Φ

= −D̃ΩDΦ − 2D2Φ + 2D̃2Φ − iµrDD̃Φ

= −iµrD̃DΦ − 2D2Φ + 2D̃2Φ − iµrDD̃Φ

= 0.

Donc ΩD̃Φ − iµrD̃Φ ∈ kerD. En même temps, ΩD̃Φ − iµrD̃Φ ∈ (kerD)⊥,
(car Φ ∈ (kerD)⊥), donc ΩD̃Φ − iµrD̃Φ = 0, c’est à dire, D̃Φ ∈ ΣrM .

Q.E.D.
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Définition 4.2.1 On appelle Σr
0M = Γ(ΣrM) ∩ Σ0M , Σr

+M = Γ(ΣrM) ∩
Σ+M et Σr

−M = Γ(ΣrM) ∩ Σ−M .

Il est évident que les espaces Σr
0M , Σr

+M et Σr
−M sont invariants à D2.

Soient F r0 , F r+ et F r− les ensembles des valeurs propres de la restriction de
D2 à Σr

0M , Σr
+M et Σr

−M , respectivement. Evidemment, F r0 = {0} ou ∅.

Lemme 4.2.4
Spec(D2) = ∪r(F r+ ∪ F r− ∪ F r0 ).

Preuve. Soit Ψ un spineur propre non-nul de D2 avec la valeur propre λ.
Le fait que D2 et Ω commutent montre qu’on peut supposer Ψ ∈ Γ(ΣrM)
pour un certain r. Soit Ψ = Ψ0 +Ψ1 +Ψ2 la décomposition de Ψ correspon-
dante à la décomposition ΣrM = Σr

0M ⊕ Σr
+M ⊕ Σr

−M . L’unicité de cette
décomposition montre que D2Ψ+ = λΨ+ et D2Ψ− = λΨ−. Si au moins
un des Ψ+ et Ψ− est non-nul, on a λ ∈ F r+, ou λ ∈ F r−. Sinon, λ = 0 et
F r0 = {0}.

Q.E.D.

4.3 Variétés de Sasaki et variétés de Hodge

Dans cette section on décrit la correspondance bijective entre les variétés
riemanniennes compactes admettant une structure de Sasaki régulière, et les
variétés de Hodge.

Proposition 4.3.1 Soit (N, g) une variété riemannienne compacte admet-
tant une structure de Sasaki régulière notée V , etM l’ensemble des orbites de
V . Alors M est une variété compacte admettant une métrique kählérienne,
et la classe de cohomologie de la forme de Kähler de M est multiple d’une
classe entière.

Preuve. Le fait que M est une variété est donné par la régularité de la
structure de Sasaki. La compacité est évidente. Ensuite, tout vecteur X
dans x ∈M s’identifie d’une manière canonique à un champ de vecteurs X∗

sur la fibre Nx satisfaisant les conditions

[X∗, V ] = 0 (4.4)
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et
g(X∗, V ) = 0 (4.5)

On considère sur M la métrique g̃ définie par g̃(X,Y ) = g(X∗, Y ∗). Le
deuxième membre ne dépend pas du point de la fibre Nx où on se situe,
car V (g(X∗, Y ∗)) = (LV g)(X∗, Y ∗) + g([V,X∗], Y ∗) + g(X∗, [V, Y ∗]) = 0,
grâce au fait que V est un champ de vecteurs de Killing. Evidemment,
g̃ est l’unique métrique qui fait de la projection N → M une submersion
riemannienne.

On définit une structure presque complexe J sur M par

J(X)∗ = −ϕ(X∗).

J est bien défini car ϕ(X∗) vérifie (4.5) grâce à la condition 2 de la définition
4.1.1 et il vérifie (4.4) grâce à la condition 3 de la même définition. La
condition 2 de cette définition montre aussi que J est une structure presque
complexe, et la condition 3 montre que J est parallèle. Enfin, l’intégrabilité
de J , c’est à dire l’annulation du tenseur de Nijenhuis de J , est donnée par
la condition 3 aussi.

M est donc une variété kählérienne. Pour vérifier la dernière affirma-
tion de la proposition, considérons la S1-fibration principale N → M . La
distribution orthogonale à V définit une connexion de cette fibration, avec
la forme de connexion α et la forme de courbure F , et on voit facilement
(voir la démonstration de la proposition suivante), que la forme de Kähler de
M est un multiple réel de F , dont la classe de cohomologie est, évidement,
entière.

Q.E.D.

Réciproquement, on a le résultat suivant:

Proposition 4.3.2 Soit (M,g, J) une variété de Hodge. Il existe alors une
S1-fibration principale N →M , une métrique riemannienne sur N , telle que
la projection N → M soit une submersion riemannienne, et une structure
de Sasaki régulière sur N . En plus, la variété kählérienne obtenue à partir
de N donnée par la proposition précédente, est exactement M .

Preuve. La condition sur la classe de cohomologie de la forme de Kähler
de M , Ω, assure l’existence d’une S1-fibration principale π : N → M et
d’une connexion dont la forme de courbure F satisfait

π∗Ω = i r F , r ∈ R.
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Pour tout vecteur X sur M on note X∗ le relevé horizontal de X par rapport
à cette connexion. Soit σ l’action (libre) de S1 surN . La forme de connexion,
α, induit une famille de métriques riemanniennes sur N qui font de π une
submersion riemannienne : il suffit de définir

gcN (X,Y ) = g(π∗(X), π∗(Y )) − c2 α(X)α(Y ) (c > 0),

via l’identification de L(S1) avec iR qui fait correspondre ∂
∂t

à i. Dans
tout point y ∈ N , on note par V c le vecteur unitaire dans y, défini par
V c = (1/c)σ∗(

∂
∂t

). On a donc

F (X∗, Y ∗) = dα(X∗, Y ∗)

= −1

2
α([X∗, Y ∗])

=
1

2 c i
gcN ([X∗, Y ∗], V c),

donc

π∗Ω(X∗, Y ∗) =
r

2 c
gcN ([X∗, Y ∗], V c)

=
r

c
AX∗Y ∗

=
r

c
gcN (∇X∗Y ∗, V c)

= −r
c
gcN (Y ∗,∇X∗V c)

= −r
c
g(Y, π(AX∗V c)).

Pour c = r, on obtient

Ω(X,Y ) = −g(Y, π(AX∗V c)),

qui donne
AX∗V c = J(X)∗. (4.6)

Soit gN = grN et V = V r. On montre à présent que la submersion (N, gN ) →
M est à fibres totalement géodésiques. On a

0 = F (V,X∗) = dα(V,X∗) = −1

2
α([V,X∗]),

donc [V,X∗] est un champ horizontal pour tout champ vectoriel X surM . En
même temps, V est projetable sur 0 et X∗ sur X, donc [V,X∗] est projetable
sur 0, c’est à dire il est vertical. On a montré que

[V,X∗] = 0. (4.7)
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Du fait que gN (V, V ) = 1 on voit que gN (V,∇X∗V ) = 0. Il en suit

0 = gN (V,∇VX
∗) = g(∇V V,X

∗),

et donc ∇V V = 0, ce qui montre que la submersion π est à fibres totalement
géodésiques.

Finalement, on montre que V satisfait les conditions 1-3 de la définition
4.1.1. La première condition résulte facilement de (4.7). La deuxième ex-
prime le fait que J est une structure presque complexe compatible avec la
métrique de M : en effet, de l’équation (4.6) on a

ϕ(X∗) = −J(X)∗.

Enfin, la troisième condition est satisfaite grâce au fait que ∇J = 0.
Q.E.D.

Remarque 4.3.1 La condition de Hodge sur M est automatiquement sat-
isfaite dans le cas où la métrique serait de Kähler-Einstein. Dans ce cas-là,
la construction qu’on vient de décrire est le pas décisif vers la classification
des variétés admettant des spineurs de Killing kählériens (cf. [49]).

4.4 Spineurs projetables

Dans cette section on rappelle la définition et les propriétés des spineurs
projetables, présentées dans [49]. Soit N → M une submersion riemanni-
enne à fibres totalement géodésiques, et ∇ et ∇̃ les dérivées covariantes de
M , respectivement N , étendues aux fibrés des spineurs, si ces derniers ex-
istent. On note par V le champ de vecteurs unitaires verticaux qui donne
l’orientation de N et par {Xi} une base orthonormée de M .

Lemme 4.4.1 (cf. [49]) Toute structure spinorielle sur M induit une struc-
ture spinorielle naturelle sur N . Tout champ spinoriel sur M induit un
champ spinoriel sur N .

Définition 4.4.1 Les spineurs sur N ainsi obtenus s’appellent projetables.

Tout spineur projetable Ψ̃ sur N induit un unique spineur Ψ sur M . On
dit que Ψ̃ est projetable sur Ψ.



66 CHAPTER 4. SPINEURS ET VARIÉTÉS DE HODGE

Proposition 4.4.1 Soit Φ̃ un spineur sur N , projetable sur Φ. Alors ∇̃X∗Φ̃
est projetable sur

∇XΦ − 1

2
i π∗(AX∗V ) · Φ̄,

et ∇̃V Φ̃ est projetable sur

−1

4

n∑

j=1

π∗(AX∗
j
V ) ·Xj · Φ.

Les corrolaires suivants ne devraient donc pas surprendre:

Corollaire 4.4.1 Un spineur Ψ̃ sur N est projetable si et seulement si

∇̃V Ψ̃ = −1

4

n∑

j=1

(AX∗
j
V ) ·X∗

j · Ψ̃.

Corollaire 4.4.2 Si DN et D sont les opérateurs de Dirac sur N et M re-
spectivement, alors pour tout spineur Φ̃ projetable sur Φ, DN Φ̃ est projetable
sur DΦ − 1

4 i
∑n
j=1Xj · π∗(AX∗

j
V ) · Φ̄.

4.5 Les relations entre les spectres

Dorénavant, N → M désignera la submersion riemannienne décrite par les
deux propositions de la section 4, et on suppose que M est spinorielle. Con-
sidérons une structure spinorielle sur M , qui induit, par le lemme 4.4.1, une
structure spinorielle sur N . On note par D et D̂ les opérateurs de Dirac sur
M et N , et on identifie chaque spineur sur M avec le spineur projetable sur
N qu’il induit. Avec cette identification, on a la relation suivante:

Lemme 4.5.1 Les opérateurs D et D̂ sont reliés par la formule

D̂2Ψ = D2Ψ + i D̃Ψ̄ − 1

4
Ω2 · Ψ. (4.8)

Preuve. Le corollaire 4.4.2 et la formule (4.6) donnent

D̂Ψ = DΨ +
1

2
iΩ · Ψ̄. (4.9)
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Si on remplace dans (4.9) Ψ par DΨ + (i/2)Ω · Ψ̄, et on utilise (4.1), on tire

D̂2Ψ = D(DΨ +
1

2
iΩ · Ψ̄) +

1

2
iΩ · (−DΨ̄ +

1

2
iΩ · Ψ)

= D2Ψ +
1

2
i (D(Ω · Ψ̄) − Ω ·DΨ̄) − 1

4
Ω2 · Ψ

= D2Ψ + i D̃Ψ̄ − 1

4
Ω2 · Ψ.

Q.E.D.

On a vu dans la section 3 que

Spec(D2) = ∪r(F r+ ∪ F r− ∪ F r0 ),

et le spectre de D s’en déduit facilement, grâce à la parité de la dimension
de M . Soit λr+ = ±√αr+ ∈ Spec(D), et Ψr

+ ∈ Σr
+M un spineur propre de

D2 avec la valeur propre αr+. Le lemme 4.5.1 et la définition de D+ donnent

(
D̂ +

1

2

)2

Ψr
+ =

(
(λr+)2 +

(
µr − ε

2

)2)
Ψr

+,

où ε = (−1)r. Donc (λr+)2+((µr−ε)/2)2 est une valeur propre de (D̂+1/2)2.

Faisons ici une petite remarque évidente. Soit P un opérateur linéaire
sur un espace vectoriel quelconque, et v un vecteur propre de P 2 avec la
valeur propre λ2; si P (v) ± λv 6= 0, alors λ et −λ sont des valeurs propres
de P .

On applique cette remarque pour P = D̂ + (1/2), considéré comme
opérateur sur l’espace vectoriel des spineurs sur M , et pour v = Ψr

+. Le
spineur Ψr

+ étant un spineur chiral pur et non-nul, on ne peut pas avoir

(D̂ + (1/2))Ψr
+ = λΨr

+, à cause du corollaire 4.4.2. On a donc trouvé

−(1/2) ±
√

(λr+)2 + ((µr − ε)/2)2

comme valeurs propres de D̂. D’une manière analogue, pour toute valeur
propre λr− = ±√αr− ∈ Spec(D), on trouve les valeurs propres

(1/2) ±
√

(λr−)2 + ((µr + ε)/2)2

dans le spectre de D̂ (où ε = (−1)r). Enfin, pour tout r tel que Σr
0M 6= ∅, on

trouve ±µr/2 comme valeurs propres de D̂. On a donc démontré le résultat
suivant:
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Théorème 4.5.1 Soit M une variété de Hodge spinorielle munie d’une
métrique kählérienne, et N la variété riemannienne compacte admettant une
structure de Sasaki régulière, qui correspond à M par la bijection définie dans
la section 4. Alors N a une structure spinorielle provenant canoniquement
de celle de M , et si le spectre du carré de l’opérateur de Dirac sur M est
donné par les familles F r0 F r+ et F r− décrites ci-dessus, alors le spectre de
l’opérateur de Dirac sur N , restreint au spineurs projetables, est donné par
les familles

±1

2
µr , si F r0 6= ∅,

−1

2
±
√

(λr+)2 +

(
µr − ε

2

)2

, (λr+)2 ∈ F r+,

et

1

2
±
√

(λr−)2 +

(
µr + ε

2

)2

, (λr−)2 ∈ F r−,

où ε = (−1)r.

4.6 Remarques et applications

1. Dans le cas où m est impair, il existe (cf. [35]) une application canonique
anti-unitaire de fibrés, j : ΣM → ΣM , qui est une structure réelle (j2 = id),
qui commute avec D et D̃, et que définit un isomorphisme ΣrM → Σm−rM
pour chaque r. Ceci montre que j anticommute avec la conjugaison T , donc
D+ ◦ j = j ◦D− et D− ◦ j = j ◦D+. Par conséquent, tout spineur propre de
D2, Ψr

+ ∈ Γ(Σr
+M), induit un spineur propre de D2, Ψm−r

− ∈ Γ(Σm−r
− M),

avec la même valeur propre, et réciproquement. On a donc F r+ = Fm−r
− .

Pour r pair on va noter Sr = F r+ et T r = F r− et pour r impair on va noter
Sr = F r− et T r = F r+. On a toujours

Spec(D2) = ∪r(Sr ∪ T r),

et le raisonnement qu’on vient de faire montre que cette fois-ci, le spectre
de l’opérateur de Dirac sur les spineurs projetables sur N est donné par les
familles

±1

2
µr , si F r0 6= ∅, (4.10)
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±1

2
±
√

νr +

(
µr − 1

2

)2

, νr ∈ Sr, (4.11)

et

±1

2
±
√

λr +

(
µr + 1

2

)2

, λr ∈ T r. (4.12)

L’avantage de cette écriture est que la parité de r n’intervient plus. On
remarque que Sm et T 0 sont vides.

2. Récemment, dans [55], S. Seifarth et U. Semmelmann ont calculé le
spectre de l’opérateur de Dirac sur l’espace projectif complexe de dimension
complexe impaire m = 2 k+ 1. Ils trouvent deux familles de valeurs propres
de D sur (CPm, gF−S), ±√λl,r et ±√

νl,r, où

λl,r =

(
l +

m− 1

2

)(
l +

m− 1

2
+
µr + 1

2

)
,

r ∈ {1, . . . ,m} et l ≥ max{1, r − m− 1

2
}

νl,r =

(
l +

m+ 1

2

)(
l +

m+ 1

2
+
µr − 1

2

)
,

r ∈ {0, . . . ,m− 1} et l ≥ max{0, r − m− 1

2
}.

(On a noté par gF−S la métrique de Fubini-Study, dont la courbure scalaire
est m(m+ 1)).

En utilisant leurs calculs, on va maintenant donner une application du
théorème 4.5.1 concernant les spineurs projetables de la sphère de dimension
4 k + 3. Considérons la sphère (S2m+1, can) (m = 2 k + 1), avec la métrique
canonique, qui admet, évidement, une structure de Sasaki projetable. Il est
facile de voir que la variété kählérienne qui lui correspond par la bijection
décrite dans la section 4 est exactement (CPm, 4 gF−S). En appliquant les
résultats de S. Seifarth et U. Semmelmann, on trouve sans difficulté que les
familles Sr et T r décrites dans le paragraphe ci-dessus sont données par

Sr =

{
4

(
l +

m+ 1

2

)(
l +

m+ 1

2
+
µr − 1

2

)
,

r ∈ {0, . . . ,m− 1} et l ≥ max{0, r − m− 1

2
}
}
,
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et

T r =

{
4

(
l +

m− 1

2

)(
l +

m− 1

2
+
µr + 1

2

)
,

r ∈ {1, . . . ,m} et l ≥ max{1, r − m− 1

2
}
}
.

Les formules (4.11) et (4.12) montrent alors que le spectre de l’opérateur de
Dirac sur les spineurs projetables sur la sphère (S2m+1, can) est donné par
les familles {

± 1

2
± (2 l +m+ 1 − r +

m− 1

2
),

r ∈ {0, . . . ,m− 1} et l ≥ max{0, r − m− 1

2
}
}
,

et {
± 1

2
± (2 l +m− 1 − r +

m+ 1

2
),

r ∈ {1, . . . ,m} et l ≥ max{1, r − m− 1

2
}
}
.

On trouve donc {
±
(

2m+ 1

2
+ k

)
, k ≥ 0

}
,

comme valeurs propres de l’opérateur de Dirac sur les spineurs projetables
sur la sphère (S2m+1, can), donc, en synthétisant, on a le résultat suivant:

Corollaire 4.6.1 Dans chaque espace propre pour l’opérateur de Dirac sur
la sphère de dimension 4 k + 3 il existe un spineur propre projetable.
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Chapter 5

Sur les valeurs propres de

l’opérateur de Dirac d’une

variété spinorielle

simplement connexe

admettant une 3-structure de

Sasaki

Le contenu de ce chapitre a fait l’objet d’un article publié dans Studii şi
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Cercetări Matematice 48, no. 1-2, p.85-88, 1996. En utilisant les spineurs
projetables on trouve ici des nouvelles valeurs propres de l’opérateur de Dirac
sur une variété admettant une structure 3-sasakienne et on donne des esti-
mations sur leur multiplicités.
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Résumé. – Une variété riemannienne simplement connexe (Mn, g) (n =
4 k − 1) admettant une 3-structure de Sasaki est automatiquement spinorielle
et d’Einstein, de courbure scalaire constante S = (4 k − 1)(4 k − 2), et
l’opérateur de Dirac sur M admet la valeur propre n/2 avec la multiplicité
k + 1, correspondant aux spineurs de Killng ([1]). En utilisant la notion de
spineur projetable qu’on a introduite dans [49], on met en évidence deux
autres valeurs propres de l’opérateur de Dirac, en donnant des estimations
sur leur multiplicités.

Abstract. – A simply connected Riemannian manifold (Mn, g) (n =
4 k − 1) admitting a 3-Sasakian structure is automatically spin and Einstein,
of constant scalar curvature S = (4 k − 1)(4 k − 2), and the Dirac operator
on M admits the eigenvalue n/2 with multiplicity k + 1, corresponding to
the Killing spinors ([1]). Using the notion of projectable spinors that we
introduced in [49], we find two other eigenvalues of the Dirac operator and
give estimations on their multiplicities.

Classification AMS. – 53A50, 53C25, 53C55.

Mots-clés. – opérateur de Dirac, structure 3-sasakienne.
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5.1 Structures 3-sasakiennes

SoitMn une variété spinorielle simplement connexe admettant une 3-structure
de Sasaki (n = 4 k−1). Soit ΣM le fibré des spineurs sur M et D l’opérateur
de Dirac sur ΣM . Alors (cf. [34]), M est un espace d’Einstein avec la cour-
bure scalaire S = n(n−1) et on sait (cf. [1]) que M admet k+1 spineurs de
Killing avec la constante −1

2 , donc la première valeur propre de D est n
2 avec

la multiplicité k+1. Le but de cet article est de trouver deux autres valeurs
propres de D et d’établir des inégalités sur les multiplicités de ces valeurs
propres. L’outil principal sera la construction du cône CM au-dessus de M
et la correspondence entre les spineurs sur M et sur CM . Le cône sur M est
défini par CM = M × R∗

+ avec la métrique 〈·, ·〉CM = r2〈·, ·〉M + dr2. Les
champs de vecteurs sur M induisent des champs de vecteurs sur CM avec
lequels ils seront identifiés dans la suite.

Théorème (C. Bär). Le fibré des spineurs au-dessus de CM est l’image
réciproque de ΣM par la projection π : CM → M . Tout spineur sur M
induit un spineur sur CM ; les spineurs ainsi obtenus seront appellés projeta-
bles. Un spineur sur M est de Killing si et seulement si le spineur induit sur
CM est parallèle. (cf. aussi [49]).

Dans ce qui suit, on identifiera souvent un spineur sur M avec le spineur
projetable induit sur CM .

La structure hyperkählérienne sur CM s’obtient de la manière suivante:
tout champ de vecteurs de Killing X appartenant à la 3-structure de Sasaki
sur M induit une structure presque complexe ΩX sur CM par

ΩX(X) =
∂

∂r
, ΩX(

∂

∂r
) = −X,

ΩX(Y ) = ∇YX, pour Y ⊥ X et
∂

∂r
.

On notera par ηX la transformation de ΣM donnée par ηX = 1
2

∑n−1
i=1 ei ·

∇ei
X·, où (ei) est une base orthonormée arbitraire de X⊥.

Pour X comme ci-dessus, ΩX agit sur l’espace des spineurs parallèles sur
CM avec les valeurs propres distinctes λj = i(2 k− 4 j) , j ∈ {0, ..., k}. Soit
ψ̃Xj un spineur propre parallèle propre pour la valeur propre λj de ΩX , et
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ψXj le spineur de Killing sur M correspondant (tout spineur parallèle sur
CM est projetable).

On voit facilement que si ψ̃ est projetable sur ψ alors Y · ∂
∂r

· ψ̃ est
projetable sur Y · ψ pour tout vecteur Y sur M (cf. [49]), donc

ΩX · ψ̃Xj = λjψ̃
X
j ⇐⇒ ηX · ψXj +X · ψXj = λjψ

X
j . (5.1)

5.2 Nouvelles valeurs propres de D

Des calculs précédents on déduit une relation fondamentale:

D(X · ψXj ) =
n−1∑

l=1

el · ∇el
(X · ψXj ) +X · ∇X(X · ψXj )

= 2ηX · ψXj − n− 1

2
X · ψXj +

1

2
X · ψXj

= (−1 − n

2
)X · ψXj + 2λjψ

X
j .

Ceci montre que le spineur X ·ψXj −2λjψ
X
j /(n+1) est un spineur propre

pour D avec la valeur propre −1 − n
2 . La relation (5.1) montre alors que

(n− 1)X ·ψ− 2ηX ·ψ est spineur propre de D avec la valeur propre −1− n
2

pour tout spineur de Killing ψ. Notons τ s = Xs− 2
n+1Ωs = n−1

n+1Xs− 2
n+1η

s.

Théorème 5.2.1 La multiplicité de la valeur propre −1 − n
2 est au moins

égale à 3(k − 1).

Preuve. On fixe une base orthonormée (X1,X2,X3) de vecteurs de
Killing définissant la 3-structure de Sasaki surM et pour chaque s ∈ {1, 2, 3}
et j ∈ {0, ..., k}, ψsj un spineur propre de ΩXs avec la valeur propre λj . Il
suffit de montrer que les spineurs φsj = τ s ·ψsj sont linéairement indépendants
pour s ∈ {1, 2, 3} et j ∈ {1, ..., k − 1}.

Soient donc aj, bj , cj , j ∈ {1, ..., k − 1} tels que

∑
ajφ

1
j +

∑
bjφ

2
j +

∑
cjφ

3
j = 0. (5.2)

Notons ψ1 =
∑
ajψ

1
j , ψ

2 =
∑
bjψ

2
j , ψ

3 =
∑
cjψ

3
j . Si, d’une part, on

multiplie (5.2) avec 1
2Xs, et d’autre part, on dérive la même égalité dans la
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direction de Xs, et on somme les deux résultats obtenus pour chaque s, on
obtient le système

(1 −X1 ·X2 ·X3) · (X2 · ψ2 +X3 · ψ3) = 0

(1 −X1 ·X2 ·X3) · (X1 · ψ1 +X3 · ψ3) = 0

(1 −X1 ·X2 ·X3) · (X1 · ψ1 +X2 · ψ2) = 0

Un calcul algébrique simple montre que pour tout s ∈ {1, 2, 3}, le noyau K
de la multiplication par (1−X1 ·X2 ·X3) ne contient pas les spineurs non-nuls
qui se trouvent dans l’espace vectoriel V s engendré par ψsj , j ∈ {1, ..., k−1}.
Mais le système ci-dessus montre que ψ1 , ψ2 , ψ3 appartiennent repective-
ment à V 1, V 2, V 3 et à K, par conséquent ils sont nuls. Ceci montre que les
coefficients aj , bj , cj sont nuls, ce qui achève la démonstration du théorème.

Q.E.D.

On passe maintenant à la recherche d’une autre valeur propre de D.
Soit ψ ∈ V un spineur de Killing sur M . Soit {e1, ..., en−3} un repère local
orthonormé de l’espace supplémentaire de l’espace engendré par les trois
vecteurs de Killing X1,X2,X3 dans TM . On a

D(X1 ·X2 · ψ) =
∑

ei · ∇ei
X1 ·X2 · ψ +

∑
ei ·X1 · ∇ei

X2 · ψ +

+
∑

ei ·X1 ·X2 · ∇ei
ψ +X1 ·X1 ·X3 · ψ −

−1

2
X1 ·X1 ·X2 ·X1 · ψ −X2 ·X3 ·X2 · ψ −

−1

2
X2 ·X1 ·X2 ·X2 · ψ +X3 ·X2 ·X2 · ψ −

−X3 ·X1 ·X1 · ψ − 1

2
X3 ·X1 ·X2 ·X3 · ψ

=
∑

X2 · ei · ∇ei
X1 · ψ −

∑
X1 · ei · ∇ei

X2 · ψ +

+
n− 3

2
X1 ·X2 · ψ −X3 · ψ − 1

2
X1 ·X2 · ψ −

−X3 · ψ − 1

2
X1 ·X2 · ψ −X3 · ψ +

+X3 · ψ +
1

2
X1 ·X2 · ψ

= X2 · (2η1 · ψ + 2X2 ·X3 · ψ) −
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−X1 · (2η2 · ψ − 2X1 ·X3 · ψ) +

+
n− 4

2
X1 ·X2 · ψ − 2X3 · ψ

= 2X2 · η1 · ψ − 2X1 · η2 · ψ +
n− 4

2
X1 ·X2 · ψ − 6X3 · ψ

= 2X2 · (Ω1 −X1) · ψ − 2X1 · (Ω2 −X2) · ψ +

+
n− 4

2
X1 ·X2 · ψ − 6X3 · ψ

= (2 +
n

2
)X1 ·X2 · ψ + 2τ2 · Ω1 · ψ − 2τ1 · Ω2 · ψ − 6τ3 · ψ +

+
4

n+ 1
(Ω2 · Ω1 · ψ − Ω1 · Ω2 · ψ − 3Ω3ψ)

Ceci montre que le spineur ψ1,2 donné par

ψ1,2 = X1 ·X2 · ψ +
1

n+ 3
(2τ2 · Ω1 · ψ − 2τ1 · Ω2 · ψ − 6τ3 · ψ)+

+
2

n+ 1
(Ω2 · Ω1 · ψ − Ω1 · Ω2 · ψ − 3Ω3ψ), (5.3)

est un spineur propre pour D avec la valeur propre 2 + n
2 pour tout spineur

de Killing ψ sur M .

Théorème 5.2.2 La multiplicité de la valeur propre 2 + n
2 est au moins

égale à (k − 1).

Preuve. Il suffit de montrer que pour t ∈ {1, 2, 3} fixé, l’application
linéaire de V t dans l’espace propre de D pour la valeur propre 2+ n

2 , donnée
par ψ 7→ ψ1,2, est injective.

Soit ψ ∈ V t tel que ψ1,2 = 0. Si, pour s ∈ {1, 2, 3}, on dérive (5.3) dans
la direction de Xs, on multiplie la même relation par 1

2Xs et on additione
les résultats, on obtient le système

n− 3

2
· (X1 ·X3 −X2) · ψ + (X3 +X1 ·X2) · Ω1 · ψ = 0

n− 3

2
· (X1 −X3 ·X2) · ψ + (X3 +X1 ·X2) · Ω2 · ψ = 0

(X1 +X2 ·X3) · Ω1 · ψ + (X2 +X3 ·X1) · Ω2 · ψ = 0
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Si on somme la première equation multipliée par −X2, la deuxième multipliée
par −X1, et la troisième equation, on obtient

(1 −X1 ·X2 ·X3) · ψ = 0,

donc ψ ∈ V t ∩ ker(1 −X1 ·X2 ·X3) = {0}, ce qui achève la démonstration
du théorème.

Q.E.D.

Remarques. 1. On a utilisé sans démonstration quelques résultats algébriques
sur les spineurs, qui s’obtiennent sans difficulté suivant, par exemple, l’approche
de Kirchberg donnée dans ([35]).

2. L’inégalité du théorème 5.2.2 est susceptible d’être améliorée ; en plus
par la même méthode on obtient des spineurs propres de D pour la valeur
propre −3 − n

2 , sans pouvoir montrer qu’ils sont non-nuls.
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Chapter 6

On Nearly Parallel

G2-Structures

Le contenu de ce chapitre fait l’objet d’un article écrit en collaboration avec

81
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T. Friedrich, I. Kath et U. Semmelmann, qui est à parâıtre dans Journal
of Geometry and Physics. Dans ce chapitre on étudie les structures G2

presque parallèles, dont l’importance vient du fait qu’elles admettent des
spineurs de Killing, par la classification de C. Bär. Cette partie peut être
lue indépendamment des autres parties de cette thèse.
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Résumé. – Une structure G2 presque parallèle sur une variété riemanni-
enne de dimension 7 est équivalente à l’existence d’une structure spinorielle
admettant un spineur de Killing. On présente des résultats généraux sur
le groupe d’automorphismes d’une telle structure, et on construit de nou-
veaux exemples. On classifie toutes les structuresG2 presque parallèles ayant
beaucoup d’isométries, et en particulier, celles qui sont homogènes.

Abstract. – A nearly parallel G2-structure on a 7-dimensional Riemannian
manifold is equivalent to a spin structure with a Killing spinor. We prove
general results about the automorphism group of such structures and we
construct new examples. We classify all nearly parallel G2-manifolds with
large symmetry group and in particular all homogeneous nearly parallel G2-
structures.

Classification AMS. – 53C10, 53C30, 53A50.

Mots-clés. – G2-structure, Sasakian manifold, Killing spinor.
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6.1 Introduction

A nearly parallel G2-structure on a 7-dimensional manifold is a 3-form ω3 of
special algebraic type satisfying the differential equation

dω3 = −8λ(∗ω3)

for some constant λ 6= 0. The existence of ω3 is equivalent to the existence
of a spin structure with a Killing spinor, i.e. a spinor ψ satisfying

∇Xψ = λX · ψ, ∀X ∈ TM.

In case λ = 0, ω3 defines a geometric G2-structure (dω3 = 0, δω3 = 0).
Excluding the case of the 7-dimensional sphere there are three types of nearly
parallel G2-structures depending on the dimension of the space KS of all
Killing spinors. Nearly parallel G2-structures with dim(KS) = 3 are 3-
Sasakian manifolds and nearly parallel G2-structures such that dim(KS) = 2
are Einstein-Sasakian spaces. There are examples of compact nearly parallel
G2-manifolds where the dimension of the space of all Killing spinors equals
one and we call such spaces proper G2-manifolds.

Recently D. Joyce [33] solved an open problem in holonomy theory,
namely the existence problem of compact 7-dimensional Riemannian man-
ifolds with G2-holonomy. On the other hand, Boyer / Galicki / Mann [7]
constructed new compact examples of 3-Sasakian manifolds and investigated
the global geometry of this spaces. In dimension seven, 3-Sasakian manifolds
are special nearly parallel G2-structures and such manifolds have been stud-
ied a long time ago (see [22], [13]). However, during the last 10 years, these
special Einstein manifolds appeared as Einstein spaces where the Dirac op-
erator has the smallest possible eigenvalue and many compact examples are
known since this time (see [12]). The aim of this paper is to revisit once again
the results as well as the examples of compact nearly parallel G2-structures
known up to now. Moreover, starting from 3-Sasakian manifold we construct
new manifolds with a nearly parallel G2-structure. A 3-Sasakian manifold
admits a second Einstein metric obtained from the given one by scaling the
metric in the directions of the orbits of the the Spin(3)-action. It turns out
that this Einstein metric is a proper G2-structure and we obtain new nearly
parallel G2-structures from the examples of 3-Sasakian manifolds mentioned
above.
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Finally we investigate the automorphism group of a compact nearly G2-
manifold and we classify in particular all homogeneous G2-manifolds. The
automorphism group G = Aut (M7, ω3) of a nearly parallel G2-manifold
has some special properties. In particular, if dim (G) ≥ 10, G acts tran-
sitively on M7. The zero set of infinitesimal automorphisms is either one-
or three-dimensional and a four-dimensional orbit of this group-action is of
special topological and geometric type. Moreover, the isotropy groups G(m)
are subgroups of the exceptional G2 and one can list them explicitly. Com-
bining all these informations we can classify the compact, nearly parallel
G2-manifolds with a large symmetry group.

6.2 The exceptional group G2.

The group G2 is a compact, simple and simply connected 14-dimensional Lie
group. In this section we collect some basic algebraic facts about this group.
In particular, we will defineG2 as the isotropy group of a real Spin(7)-spinor.
Since in dimension 7 these spinors correspond to the 3-forms ω3 of general
type in Λ3(R7), this definition of the group G2 is equivalent to the usual one
as the subgroup of GL(7; R) preserving the 3-form in R

7

ω3
0 = e1 ∧ e2 ∧ e7 + e1 ∧ e3 ∧ e5 − e1 ∧ e4 ∧ e6

−e2 ∧ e3 ∧ e6 − e2 ∧ e4 ∧ e5 + e3 ∧ e4 ∧ e7 + e5 ∧ e6 ∧ e7. (6.1)

The advantage of this point of view is that a topological G2-structure on a
7-dimensional manifold defines a Riemannian metric as well as a spinor field
of constant length. We shall use the equivalence between topological G2-
structures and 3-forms of general type and between these and Riemannian
metrics together with a unit spinor field many times in our investigations of
G2-structures of special geometrical type.

Let e1, ..., e7 be the standard orthonormal basis of the Euclidian vector
space R

7 and denote by Cliff(R7) the real Clifford algebra. We will use the
real representation of this algebra on ∆7 := R

8 given on its generators by

e1 = E18 + E27 − E36 − E45

e2 = − E17 + E28 + E35 − E46

e3 = − E16 + E25 − E38 + E47

e4 = − E15 − E26 − E37 − E48

e5 = − E13 − E24 + E57 + E68
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e6 = E14 − E23 − E58 + E67

e7 = E12 − E34 − E56 + E78 ,

where Eij is the standard basis of the Lie algebra so(8) :

Eij =




0 · · · · · · · · · 0
. . . . . . . . . . . . −1 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
· · · 1 . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . 0




· · · i

· · · j

...
...

i j

If we restrict this representation onto Spin(7) ⊂ Cliff(R7) we obtain the
real spin representation κ : Spin(7) −→ SO(∆7). The group Spin(7) acts
transitively on the sphere

S(∆7) = {‖ψ‖ = 1} ⊂ ∆7 = R
8.

We now define the group G2 as the subgroup of Spin(7) preserving the spinor
ψ0 := t(1, 0, ..., 0)

G2 = {g ∈ Spin(7) | gψ0 = ψ0}.

The sphere S7 is thus diffeomorphic to the homogeneous space Spin(7)/G2

and we obtain from the exact homotopy sequence of this fibration

π0(G2) = 0, π1(G2) = 0, π2(G2) = 0, π3(G2) = ZZ.

Let us now calculate the Lie algebra g2 of G2. We identify the Lie algebra
of Spin(7) with spin(7) = {ω =

∑
i<j ωijeiej | ωij ∈ R} ⊂ Cliff(R7). The

Lie algebra g2 is the subalgebra of this algebra containing all elements ω
satisfying ω · ψ0 = 0. Let ω =

∑
i<j

ωijeiej be any element of spin(7). Then

ω · ψ0 = 0 holds iff

ω12 + ω34 + ω56 = 0, −ω13 + ω24 − ω67 = 0, −ω14 − ω23 − ω57 = 0,

−ω16 − ω25 + ω37 = 0, ω15 − ω26 − ω47 = 0, ω17 + ω36 + ω45 = 0,

ω27 + ω35 − ω46 = 0.
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We consider the universal covering Spin(7) −→ SO(7) of the special orthog-
onal group SO(7). Because of (−1) 6∈ G2, there is an isomorphism from G2

onto a subgroup of SO(7), which we also denote by G2. We now describe
this group. This will yield a second definition of G2 using 3-forms on R

7.
The key point is a special relation in dimension 7 between real spinors and
generic 3-forms.

Let ψ ∈ ∆7 a fixed spinor. Then the map

R
7X 7−→ Xψ ∈ ∆7

is an isomorphism between R
7 and the orthogonal complement of ψ in ∆7.

We observe that for X,Y ∈ R
7 the spinors ψ and Y Xψ + 〈X,Y 〉ψ are

orthogonal to each other. Therefore we can define a (2,1)-tensor Aψ by

Y Xψ = −〈X,Y 〉ψ +Aψ(Y,X)ψ. (6.2)

Aψ has the following properties

1. Aψ(X,Y ) = −Aψ(Y,X)

2. 〈Y,Aψ(Y,X)〉 = 0

3. Aψ(Y,Aψ(Y,X)) = −‖Y ‖2X + 〈X,Y 〉Y .

It defines a 3-form ω3
ψ by ω3

ψ(X,Y,Z) = 〈X,Aψ(Y,Z)〉.
Vice versa, a (2,1)-tensor A on R

7 which has the properties 1, 2, 3 de-
fines a 1-dimensional subspace E(A) = {ψ ∈ ∆7 | Y Xψ = −〈X,Y 〉ψ +
A(Y,X)ψ}. Consequently, we obtain a bijection from the projective space
P (∆7) = RP7 onto the set of 3-forms ω3 ∈ Λ3(R7) whose tensor A defined
by ω3(X,Y,Z) = 〈X,A(Y,Z)〉 has the above mentioned properties.

In particular, if ψ = ψ0 := t(1, 0, ..., 0), then a direct calculation yields
ω3
ψ0

= ω3
0, where ω3

0 is given by (6.1).

Let g be an element of Spin(7) and π(g) the corresponding element in
SO(7). We compare the 3-forms associated to the spinors ψ and gψ and
obtain the equation

ω3
gψ = (π(g−1))∗ω3

ψ.

The 3-form ω3
ψ defines the spinor ψ up to a real number. Hence, the image

of the group G2 ⊂ Spin(7) with respect to π : Spin(7) 7−→ SO(7) equals

G2 = {A ∈ SO(7) | A∗ω3
ψ0

= ω3
ψ0
}.
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However, the equation A∗ω3
0 = ω3

0 for A ∈ GL(7) implies A ∈ SO(7).
See for a proof [9], [52]. Using this, we obtain

G2 = {A ∈ GL(7) | A∗ω3
0 = ω3

0}.

Remark 6.2.1 Similarly, we can investigate the action of Spin(7) on the
Stiefel manifolds V2(∆7) and V3(∆7) of orthonormal pairs and triples of
spinors, respectively. This action is transitive, too. The isotropy group of
a fixed pair of spinors is isomorphic to SU(3) and the one of a triple is
isomorphic to SU(2).

Remark 6.2.2 The GL(7)-orbit Λ3
+(R7) := {A∗ω3

0 | A ∈ GL(7)} is an
open subset of Λ3(R7) since dimΛ3(R7) = 35 and dimGL(7) − dimG2 =
49 − 14 = 35. Let α3 be an element of this orbit, i.e. α3 = A∗ω3 for some
A ∈ GL(7). Then α3 defines an inner product on R

7 by 〈 , 〉α := A∗〈 , 〉,
an orientation Oα := A∗(e1 ∧ ... ∧ e7) and a corresponding Hodge operator
∗α : Λp(R7) 7−→ Λ7−p(R7).

Remark 6.2.3 Let ψ1, ψ2 ∈ ∆7 be spinors of the same length and ξ ∈ R
7

such that ξψ1 = ψ2. Then we have for the induced 3-forms ω3
1 = ω3

ψ1
and

ω3
2 = ω3

ψ2

ω2 = −ω1 + 2(ξ | ω1) ∧ ξ.

Proof. We use the equations which define the tensors A1 = Aψ1
and

A2 = Aψ2
. From Y Xψ2 = −〈Y,X〉ψ2+A2(Y,X)ψ2 it follows that Y Xξψ1 =

−〈Y,X〉ξψ1 +A1(Y,X)ξψ1. By the definition of A1 this is equivalent to

−〈X, ξ〉Y ψ1 − 〈Y,A1(X, ξ)〉ψ1 +A1(Y,A1(X, ξ))ψ1 =

= −〈Y,X〉ξψ1 − 〈A2(Y,X), ξ〉ψ1 +A1(A2(Y,X), ξ)ψ1,

or to

(−〈X, ξ〉Y +A1(Y,A1(X, ξ)) + 〈Y,X〉ξ −A1(A2(Y,X), ξ))ψ1 =

= (〈Y,A1(X, ξ)〉 + 〈A1(Y,X), ξ〉)ψ1 .

Since the Clifford multiplication of real spinors by a vector is anti-
symmetric we conclude that

A1(Y,A1(X, ξ)) + 〈Y,X〉ξ = A1(A2(Y,X), ξ) + 〈X, ξ〉Y (6.3)

〈Y,A1(X, ξ)〉 = 〈A2(Y,X), ξ〉, (6.4)
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where (6.4) is equivalent to ω1(X,Y, ξ) = ω2(X,Y, ξ) and to A1(X, ξ) =
A2(X, ξ).

Let now X,Y,Z ∈ R
7 be vectors orthogonal to ξ. There exists an X ∈

R
7,X ⊥ ξ such that Z = A1(X, ξ) = A2(X, ξ). From equations (6.3) and

(6.4) we conclude

〈W,A1(Y,Z)〉 = 〈W,A1(Y,A1(X, ξ))〉 = 〈W,A1(A2(Y,X), ξ)〉 =

= 〈W,A2(A2(Y,X), ξ)〉 = −〈W,A2(ξ,A2(Y,X))〉,

where the last equation holds because of property 3 of the (2,1)-tensor A2.
Consequently, we get ω1(W,Y,Z) = −ω2(W,Y,Z). The assertion follows.

Now we recall the decomposition of Λp(R7) into irreducible components
with respect to the action of G2.

Proposition 6.2.1

1. R
7 = Λ1(R7) =: Λ1

7 is irreducible.

2. Λ2(R7) = Λ2
7 ⊕ Λ2

14, where

Λ2
7 = {α2 ∈ Λ2 | ∗(ω3 ∧ α2) = 2α2} = {X | ω3 | X ∈ R

7}
Λ2

14 = {α2 ∈ Λ2 | ∗(ω3 ∧ α2) = −α2} = g2

3. Λ3(R7) = Λ3
1 ⊕ Λ3

7 ⊕ Λ3
27, where

Λ3
1 = {tω3 | t ∈ R1}

Λ3
7 = {∗(ω3 ∧ α1) | α1 ∈ Λ1

7}
Λ3

27 = {α3 ∈ Λ3 | α3 ∧ ω3 = 0, α3 ∧ ∗ω3 = 0}

Proposition 6.2.2 The wedge product ω3∧ : Λ3(R7) −→ Λ6(R7) has the
following properties with respect to the decomposition Λ3(R7) = Λ3

1⊕Λ3
7⊕Λ3

27.

1. ω3 ∧ (Λ3
1 ⊕ Λ3

27) = 0

2. If η3 = ∗(ω3 ∧ α1) ∈ Λ3
7, then ω3 ∧ η3 = −4 ∗ α1.

Similarly, the wedge product ∗ω3∧ : Λ2(R7) −→ Λ6(R7) has the following
properties with respect to the decomposition Λ2(R7) = Λ2

7 ⊕ Λ2
14.
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3. (∗ω3) ∧ Λ2
14 = 0

4. If α2 = X | ω3 ∈ Λ2
7, then (∗ω3) ∧ α2 = 3(∗X).

Next we study the action of the group G2 on the Grassmannian manifolds
G2(R

7) and G3(R
7) of oriented 2- and 3-dimensional linear subspaces in R

7.

Proposition 6.2.3

1. G2 acts transitively on G2(R
7).

2. G2 acts on G3(R
7) with cohomogeneity one. The principal orbits have

dimension 11 and there are two exceptional orbits of dimension 8.

3. For any E3 ∈ G3(R7) the inequality |ω3(E3)| ≤ 1 holds . The 3-
dimensional subspace E3 belongs to the exceptional orbit with respect
to the G2-action if and only if |ω3(E3)| = 1.

Proof. G2(R
7) = SO(7)/[SO(2) × SO(5)] is a 10-dimensional manifold. On

the other hand, the intersection of the Lie algebras g2 and so(2) × so(5) is
the 4-dimensional subalgebra of so(7) defined by the equations

ω1i = ω2i = 0 for i ≥ 3, ω57 = ω37 = ω47 = 0

ω36 + ω45 = ω35 − ω46 = ω24 − ω67 = 0, ω12 + ω34 + ω56 = 0.

Hence the G2-orbit of the standard 2-plane Span{e1, e2} has dimension
10. Since this orbit is a compact submanifold of G2(R

7), it coincides with
the Grassmannian manifold.

Fix a 3-dimensional subspace E3 . Since G2 acts transitively on G2(R
7)

in the G2-orbit through E3 there exists a 3-dimensional subspace containing
the vectors e1 and e2. For simplicity we denote this space by E3, too. The
isotropy group of the vectors e1, e2 inside G2 is the group SU(2) acting on
Span{e3, e4, e5, e6}. Therefore we may assume that the third vector of E3 is
given by cos(ϕ)e3 +sin(ϕ)e7. Consequently, any G2-orbit in G3(R

7) contains
a subspace of the special form

E3(ϕ) = Span{e1, e2, cos(ϕ)e3 + sin(ϕ)e7}.

The Lie algebra h(ϕ) of the isotropy group of E3(ϕ) is the 9-dimensional
subalgebra of so(7) given by the equations

ω14 = ω15 = ω16 = ω24 = ω25 = ω26 = 0, ω37 = 0,



6.3. TOPOLOGICAL AND GEOMETRICAL G2-REDUCTIONS. 91

cos(ϕ)ω34 +sin(ϕ)ω74 = cos(ϕ)ω35 +sin(ϕ)ω75 = cos(ϕ)ω36 +sin(ϕ)ω76 = 0,

sin(ϕ)ω13 − cos(ϕ)ω17 = sin(ϕ)ω23 − cos(ϕ)ω27 = 0.

We calculate the intersection of the Lie algebras g2 and h(ϕ). It turns out
that

dim [g2 ∩ h(ϕ)] =

{
3 if cos(ϕ) 6= 0
6 if cos(ϕ) = 0.

Consequently, the G2-orbit of the space E3(ϕ) has dimension 11 (if cos(ϕ) 6=
0), or dimension 8 (if cos(ϕ) = 0). Moreover, we compute the value ω3(E3(ϕ))
:

ω3(E3(ϕ)) = sin(ϕ).

Remark 6.2.4 A 3-dimensional subspace E3 ⊂ R
7 is said to be G2-special if

its G2-orbit is an exceptional orbit. The following conditions are equivalent.

(i) E3 is a special G2-subspace.

(ii) |ω3(E3)| = 1

(iii) For any vectors X,Y ∈ E3 and Z ⊥ E3 the relation ω3(X,Y,Z) = 0
holds.

6.3 Topological and Geometrical G2-Reductions.

Let M7 be a 7-dimensional manifold and R(M7) the frame bundle of M7.
We define the bundle Λ3

+(M7) by

Λ3
+(M7) := R(M7) ×GL(7) Λ3

+(R7) ⊂ R(M7) ×GL(7) Λ3(R7) = Λ3(M7).

Definition 6.3.1 A topological G2-structure on M7 is a G2- reduction of
the frame bundle R(M7), i.e. a subbundle PG2

satisfying

G2 ↪→ GL(7)

↓ ↓
PG2

↪→ R(M7)

↘ ↙
M7 .
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Similarly we define topological SU(2)-, SU(3)- and Spin (7)-structures.

The fact that G2 is a subset of SO(7) and of Spin (7) implies that a G2-
structure PG2

on M7 induces an orientation of M7 (i.e. ω1 = 0), a Rie-
mannian metric g on M7 such that the corresponding SO(7)-bundle equals
PG2

×G2
SO(7), and a spin structure PG2

×G2
Spin (7) (i.e. ω2 = 0). Fur-

thermore it defines the following nowhere vanishing spinor ψ ∈ Γ(S) in the
real spinor bundle S = PG2

×G2
∆7 of M7. Since G2 ⊂ Spin(7) is the

isotropy group of ψ0 ∈ ∆7 the map ψ : PG2
−→ ∆7, ψ(p) = ψ0, has the

property ψ(pg) = g−1ψ for all g ∈ G2 and is therefore a section in S. Be-
cause of the G2 - invariance of ω0 the G2-structure defines in the same way
a section ω3 in Λ3

+(M7) = R(M7) ×GL(7) Λ3
+(R7) = PG2

×G2
Λ3

+(R7), by
ω3 : PG2

−→ Λ3
+(R7), ω3(p) = ω3

0. On the other hand the spinor ψ de-
fines a (2,1)-tensor field A = Aψ (see equation (6.2)) on M7 and we have
ω3 = g(·, A(·, ·)).

Proposition 6.3.1 Let M7 be a compact 7-dimensional manifold. The fol-
lowing conditions are equivalent.

(i) M7 admits a topological SU(2)-structure.

(ii) M7 admits a topological SU(3)-structure.

(iii) M7 admits a topological G2-structure.

(iv) M7 admits a topological Spin (7)-structure.

(v) The first and the second Stiefel - Whitney class of M7 vanish, i.e.
ω1 = 0 and ω2 = 0

Proof. The implications (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv) and the equivalence
(iv) ⇔ (v) are obvious. It remains to show that the existence of a topological
Spin (7)-structure implies the existence of a topological SU(2) - structure.
Let S be the real spinor bundle associated to the given Spin(7)-structure. Its
dimension equals 8, the dimension of M7 equals 7. Thus, there exists section
ψ of length 1 in Γ(S). On the other hand, any 7-dimensional orientable
compact manifold admits two linearly independent vector fields [57]. Denote
these vector fields by X and Y . Then ψ,Xψ and Y ψ are spinor fields, which
are linearly independent in any point of M7. Thus M7 admits a triple
(ψ1, ψ2, ψ3) of spinor fields which are orthogonal in any point. The spinors
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ψi (i = 1, 2, 3) are maps ψi : PSpin −→ ∆7 satisfying ψi(pg) = g−1ψi(p) for
all g ∈ Spin(7). Now we can define a SU(2)-structure on M7 by

PSU(2) := {p ∈ PSpin | ψ1(p) =t (1, 0, ..., 0), ψ2(p) =t (0, 1, 0, ..., 0), ψ3(p) =

=t (0, 0, 1, 0, ..., 0)}.

Obviously the above mentioned map from the set of G2 - reductions of
R(M7) into the set of 3-forms is injective. Thus we obtain

Proposition 6.3.2 There is a one-to-one correspondence between the G2 -
stuctures on M7 and the sections of Λ3

+(M7).

And, similarly

Proposition 6.3.3 There is a one-to-one correspondence between the G2-
structures on M7 and the 4-tupels (O, g, PSpin, ψ), where O is an orientation,
g a metric, PSpin a spin structure and ψ a spinor field of length 1 on M7.

Now we turn to geometrical G2-stuctures.

Definition 6.3.2 Let PG2
⊂ R(M7) be a G2-reduction and g the associated

Riemannian metric. We denote by ∇ the Levi-Civita connection of g. PG2
is

said to be geometrical if one of the following equivalent conditions is satisfied.

(i) ∇ reduces to PG2
.

(ii) The holonomy group Hol(M7, g) of M7 is contained in G2.

(iii) The associated 3-form ω3 is parallel, i.e. ∇ω3 = 0.

(iii) The associated spinor field ψ is parallel, i.e. ∇ψ = 0 where here ∇ is
the induced covariant derivative on the spinor bundle S.

An immediate consequence is the following fact proved by E. Bonan in 1966
(see [5])

Proposition 6.3.4 If g is the Riemannian metric of a geometrical G2-
structure on M7 , then (M7, g) is Ricci-flat, i.e. Ric = 0.
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Proof. Let ψ be the associated section of the spinor bundle S ofM7. Because
of ∇ψ = 0 we obtain for the curvature tensor <S of the induced connection
∇ on S

<S(X,Y )ψ = ∇X∇Y ψ −∇Y∇Xψ −∇[X,Y ]ψ = 0

for all vector fields X, Y on M7. We recall that the Ricci tensor on M7

satisfies

Ric(X)ϕ = −2
7∑

k=1

sk<S(X, sk)ϕ

for any vector field X and any spinor ϕ on M7, where s1, ..., s7 is a local
orthonormal frame (see [2]). Consequently, Ric(X)ψ = 0 for all vector fields
X and the assertion follows since ψ vanishes nowhere.

Now we can generalize the condition ∇ψ = 0 and obtain the notion of a
nearly parallel G2-structure.

Definition 6.3.3 A topological G2-structure on M7 is said to be nearly par-
allel if the associated spinor ψ is a Killing spinor, i.e. there exists a real
number λ such that ψ satisfies the differential equation

∇Xψ = λXψ

with respect to the Levi-Civita connection of the induced metric.

Differentiating the equation that defines the (2,1)-tensor A we obtain the
following equivalent condition.

Proposition 6.3.5 A topological G2-structure on M7 is nearly parallel if
and only if the associated tensor A satisfies

(∇ZA)(Y,X) = 2λ{g(Y,Z)X − g(X,Z)Y +A(Z,A(Y,X))} (6.5)

with respect to the Levi-Civita connection of the induced metric where λ is
the same number as in Definition (6.3.3).

Now we translate this condition into a differential equation for the 3-form
ω3.
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Proposition 6.3.6 A topological G2-structure on M7 is nearly parallel if
and only if the associated 3-form ω3 satisfies

∇Zω
3 = −2λ(Z | ∗ ω3)

with respect to the Levi-Civita connection of the induced metric where λ is
the same number as in Definition (6.3.3).

Proof. The 3-form ω3 is defined by ω3(X,Y,Z) = g(X,A(Y,Z)). Differenti-
ating this equation we observe that the equation (6.5) is equivalent to

(∇Zω
3)(W,Y,X) = 2λg(Z, g(W,X)Y − g(W,Y )X −A(W,A(Y,X)))

for any vector field Z. For fixed Z the 3-form on the right hand side of this
equation equals locally

2λ
∑

i<j<k

g(Z, g(si, sk)sj − g(si, sj)ek −A(si, A(sj , sk)))si ∧ sj ∧ sk =

= −2λ
∑

i<j<k

g(Z,A(si, A(sj , sk)))si ∧ sj ∧ sk

where s1, ..., s7 is a section of the G2-structure on M7. However, we obtain
from

ω3 = s1 ∧ s2 ∧ s7 + s1 ∧ s3 ∧ s5 − s1 ∧ s4 ∧ s6
−s2 ∧ s3 ∧ s6 − s2 ∧ s4 ∧ s5 + s3 ∧ s4 ∧ s7 + s5 ∧ s6 ∧ s7.

on one hand all A(si, A(sj , sk)) and on the other hand ∗ω3. The assertion
follows by comparing these terms.

In the same way as in the case of geometrical G2-structures we prove

Proposition 6.3.7 If g is the Riemannian metric defined by a nearly par-
allel G2-structure on M7 , then (M7, g) is an Einstein space.

Proof. The induced spinor ψ is a Killing spinor and we obtain from ∇Xψ =
λX · ψ

<S(X,Y )ψ = ∇X∇Y ψ −∇Y∇Xψ −∇[X,Y ]ψ = 2λ2(Y ·X + g(X,Y )) · ψ.
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This yields for the Ricci tensor

Ric(X)ψ = −2
7∑

k=1

sk<S(X, sk)ψ = −4λ2
7∑

k=1

sk(skX+g(X, sk))ψ = 24λ2Xψ

Since ψ has no zeros, Ric(X) = 24λ2X and, therefore, (M7, g) is an Einstein
space of constant scalar curvature R = 7 · 24λ2.

Next we generalize the following theorem of Gray and Fernandez.

Proposition 6.3.8 ([22], [23], [10]) Let PG2
⊂ R(M7) be a topological G2-

reduction, g its induced metric, ω3 the induced 3-form and ∗ the Hodge
operator. Then the following conditions are equivalent.

(i) PG2
is geometrical.

(ii) ∇ω3 = 0

(iii) dω3 = 0, d ∗ ω3 = 0.

We transfer the proof of this theorem given in ([10]) to the case of nearly
parallel G2-reductions and obtain

Proposition 6.3.9 Let PG2
⊂ R(M7) be a topological G2-reduction, g its

induced metric, ω3 the induced 3-form, ψ the induced spinor and ∗ the Hodge
operator. Then the following conditions are equivalent.

(i) PG2
is nearly parallel, i.e. the spinor ψ satisfies ∇Xψ = λXψ.

(ii) ∇Zω
3 = −2λ(Z | ∗ ω3)

(iii) δω3 = 0, dω3 = −8λ ∗ ω3.

Proof. The 3-form ω3 defines the metric g. Let Σg ⊂ Λ3
+(M7) be the set of

3-forms that define this metric, too. The fibre of Σg equals the SO(7)-orbit
of ω3, i.e. SO(7)/G2. Its tangent space T (SO(7)/G2) is G2-invariant and
7-dimensional, therefore T (SO(7)/G2) = Sω3 := {X | ∗ ω3 | X ∈ TM7}.
Since ω3 is a section in Σg and ∇ is a covariant derivative in Σg, the covariant
derivative ∇ω3 is a section of T ∗M7 ⊗ Sω3. We consider now the projection
p1 defined by

p1 : T ∗M7 ⊗ Sω3α1 ⊗ α3 7−→ α1 ∧ α3 ∈ Λ4
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and the contraction
p2 : T ∗M7 ⊗ Sω3 −→ Λ2.

By comparing the decomposition of T ∗M7⊗Sω3 and Λ4⊕Λ2 into irreducible
G2-subspaces we see that the sum of p1 and p2

p1 ⊕ p2 : T ∗M7 ⊗ Sω3 −→ Λ4 ⊕ Λ2

is injective. Consequently, ∇Xψ = λXψ is equivalent to

p1(∇ω3) = −2λp1(· | ∗ ω3) = −2λ
7∑

i=1

si ∧ si | ∗ ω3 = −8λ ∗ ω3

p2(∇ω3) = −2λp2(· | ∗ ω3) = −2λ
7∑

i=1

∗ω3(si, si, ...) = 0

The assertion now follows from p1(∇ω3) = dω3, p2(∇ω3) = δω3.

Remark 6.3.1 There is the following difference between the cases λ = 0
and λ 6= 0. We proved that a G2-structure is nearly parallel if and only if
for the induced 3-form ω3 the equations δω3 = 0, dω3 = −8λ ∗ω3 hold. In
case λ = 0, the resulting equations dω3 = 0 and δω3 = 0 are independent.
In case λ 6= 0, the condition dω3 = −8λ ∗ ω3 implies δω3 = 0.

6.4 Nearly Parallel G2-Structures, Killing Spinors

and Contact Geometry.

We summarize now several results on nearly parallel G2-structures. A gen-
eral reference is the book [2]. In particular, we derive necessary geometric
conditions for the underlying Riemannian metric and we introduce three
types of nearly parallel G2-structures depending on the number of Killing
spinors. Finally we discuss the compact examples of each type known up to
now.

Let (M7, g) be a compact Riemannian spin manifold with a Killing spinor
ψ,

∇Xψ = λX · ψ,
and denote by ω3 the corresponding 3-form satisfying the differential equa-
tion

dω3 = −8λ ∗ ω3.
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Then M7 is an Einstein manifold of positive scalar curvature R = 4·7·6·λ2 =
168λ2 and, consequently, the fundamental group π1(M) is finite. In case
λ 6= 0 the Riemannian manifold (M7, g) is locally irreducible and not locally
symmetric except if it has constant sectional curvature (see [2]). Using the
associated nearly parallel G2-structure we decompose the bundles of forms
Λp(M7) into the irreducible components mentioned above. The curvature
tensor

< : Λ2 = Λ2
7 ⊕ Λ2

14 → Λ2
7 ⊕ Λ2

14 = Λ2

splits into the scalar curvature and the Weyl tensor W :

< = W − R

42
.

The Weyl tensor satisfies several algebraic equations. They can be formu-
lated in the following way. For any 2-form ω2 ∈ Λ2 the Clifford product
W (ω2) · ψ vanishes, i.e.

W (ω2) · ψ = 0

holds (see [2]). Since Λ2
14 is the Lie algebra of the group G2, being the

isotropy group of the spinor ψ, we conclude that the Weyl tensor has the
form

W =

(
0 0
0 W14

)
,

where W14 : Λ2
14 → Λ2

14 is a symmetric endomorphism. In case W14 6= 0,
the holonomy representation Hol0 → SO(7) is irreducible and we can apply
Berger’s Holonomy Theorem. Since dim(M7) = 7, there are two possibilities:
Hol0 = G2 or Hol0 = SO(7). The case of Hol0 = G2 cannot occur sinceM7 is
an Einstein space with positive scalar curvature (λ 6= 0). Consequently, the
Riemannian manifold M7 is - at least from the point of view of holonomy
theory - of general type: Hol0 = SO(7). Since the fundamental group of
M7 is finite we can without loss of generality assume that M7 is simply-
connected, π1(M

7) = 0. Furthermore, we exclude the case of the space of
constant curvature, i.e. M7 6= S7. Denote by KS(M7, g) the space of all
Killing spinors,

KS(M7, g) = {ψ ∈ Γ(S) : ∇Xψ = λX · ψ for all vectorsX ∈ T (M7)}

The dimension of KS(M7, g) is bounded by three, dim [KS(M7, g)] ≤ 3 (see
[2]). The nearly parallel G2-structures split into three different types:
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– nearly parallel G2-structures of type 1: dim[KS] = 1.
( proper G2-structures)

– nearly parallel G2-structures of type 2: dim[KS] = 2.

– nearly parallel G2-structures of type 3: dim[KS] = 3.

The nearly parallel G2-structures of type 2 and 3 are described using the
language of contact geometry. In fact, Th. Friedrich and I. Kath observed
that a simply-connected 7-dimensional Riemannian spin manifold with scalar
curvature R = 42 admits at least

two Killing spinors ⇐⇒ M7 is an Einstein-Sasakian manifold

three Killing spinors ⇐⇒ M7 is a 3-Sasakian manifold

(see [16]; for the definition of a Sasakian manifold also see next sec-
tion). For the G2-structures of type 1 we also use the notion of a proper
G2-structure.

Examples of nearly parallel G2-structures of type three (i.e. 3-Sasakian
manifolds) are known. We have the sphere S7, the spaceN(1, 1) = SU(3)/S1

and these are the only regular 3-Sasakian manifolds in dimension seven (see
[16]). During the last years Boyer / Galicki / Mann obtained non-regular ex-
amples S(p1, p2, p3), (see [7], [8]). Up to now, strong topological conditions
for a compact 7-dimensional manifold M7 in order to admit a 3-Sasakian
structure are not known. For example, it seems to be an open question
whether the manifold S2 × S5 posseses such a structure or not! This spe-
cial question is interesting since a 7-dimensional manifold with 3-Sasakian
structure and being the product of two lower-dimensional manifolds must
be diffeomorphic to S2 × S5.

Examples of nearly parallel G2-structures of type 3 (3-Sasakian
manifolds)

M7 Isoo(M
7) dim[Iso]

N(1, 1) SU(3) × SU(2) 11

S(p1, p2, p3) depends on pi < 8

Nearly parallel G2-structures of type two (i.e. Einstein Sasakian man-
ifolds) can be obtained as principal S1-bundles over 6-dimensional Kähler-
Einstein manifolds with positive scalar curvature. Indeed, let X6 be a
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Kähler-Einstein manifold with positive scalar curvature and denote by c1(X
6)

its first Chern class. Let A > 0 be the largest integer such that c1(X
6)/A is

an integral cohomology class. Consider the principal S1-bundle S1 →M7 →
X6 with Chern class c∗1 = c1(X

6)/A. Then M7 is simply-connected and ad-
mits an Einstein-Sasakian structure. Using the described construction we
obtain the following regular Einstein-Sasakian manifolds:

Examples of nearly parallel G2-structures of type 2 (Einstein
Sasakian manifolds)

X6 M7 Isoo(M
7) dim[Iso]

F (1, 2) N(1, 1) SU(3) × SU(2) 11

S2 × S2 × S2 Q(1, 1, 1) SU(2) × SU(2) × SU(2) × U(1) 10

CP2 × S2 M(3, 2) SU(3) × SU(2) × U(1) 12

G5,2 V5,2 SO(5) × U(1) 11

Pk × S2 M7
k (3 ≤ k ≤ 8) SO(3) × U(1) 4

where Pk (3 ≤ k ≤ 8) denotes one of the del Pezzo surfaces with a Kähler-
Einstein metric of positive scalar curvature. The spacesN(1, 1), Q(1, 1, 1), M(3, 2)
and the Stiefel manifold V5,2 are homogeneous spaces together with some in-
variant Einstein metric. The table contains also the isometry group of the
Einstein-Sasakian manifold M7 as well as its dimension (see [12]).

There are three examples of nearly parallel G2-structures of type 1, i.e.
proper G2-structures. The first example is the so-called squashed 7-sphere.
Indeed, the standard sphere (S7, gcan) is a Riemannian submersion over the
projective space HP1 with fibre S3. Scaling the canonical metric in the fibre
S3, there exists a second scaling factor such that the metric g1 on S7 is an
Einstein metric. It turns out that (S7, g1) admits exactly one Killing spinor.
The second example is the homogeneous space N(k, l) = SU(3)/S1

k,l where

the embedding of the group S1 = U(1) into SU(3) is given by

S1z 7−→ diag (zk, zl, z−(k+l)) ∈ SU(3).

These spaces have two homogeneous Einstein metrics. In case (k, l) = (1, 1)
one of these Einstein metrics is the 3-Sasakian structure mentioned above
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and the second Einstein metric admits one Killing spinor. In case (k, l) 6=
(1, 1), there exists only one Killing spinor for each of these two metrics,
i.e. the nearly parallel G2-structure is of type 1 (a proper G2-structure).
The third example is a special Riemannian metric on SO(5)/SO(3) with
one Killing spinor (see [9]). The isotropy representation of this space is the
unique 7-dimension irreducible representation of the group SO(3) → G2 ⊂
SO(7).

Examples of nearly parallel G2-structures of type 1

M7 Isoo(M
7) dim [Iso]

(S7, gsquas) Sp(2) × Sp(1) 13

N(k, l), (k, l) 6= (1, 1) SU(3) × U(1) 9

SO(5)/SO(3) SO(5) 10

Remark 6.4.1

As we mentioned before, strong topological obstructions for the existence
of a 3-Sasakian metric on a compact 7-dimensional spin manifold are not
known (very recently, the obstruction b3(M

7) = 0 was found, see [17]). The
same situation happens in case of an Einstein-Sasakian metric with positive
scalar curvature. This gives rise to the following question:

Do there exist compact, simply-connected spin manifolds M7 with a
nearly parallel G2-structure of type 1 (resp. 2) which cannot admit - for
example for topological reasons - any Einstein-Sasakian (resp. 3-Sasakian)
metric at all?

6.5 New Examples

In this section we construct new examples of nearly parallel G2-structures
and show that they are of type 1, i.e. they are proper G2-structures. Let us
recall the definition of a Sasakian structure.

Definition 6.5.1 A vector field V on a Riemannian manifold (M,g) is
called a Sasakian structure if the following conditions are satisfied:
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1. V is a Killing vector field of unit length;

2. The (1,1)-tensor ϕ defined by ϕ = −∇V is an almost complex struc-
ture on the distribution orthogonal to V (ϕ2 = −1 and ϕ = −ϕ∗ on V ⊥);

3. (∇Xϕ)Y = g(X,Y )V − g(V, Y )X, for all vectorsX , Y .

Definition 6.5.2 A triple (V1, V2, V3) is called a 3-Sasakian structure on M
if the following conditions are satisfied:

1. The vector Vi defines a Sasakian structure for each i = 1, 2, 3;

2. The frame (V1, V2, V3) is orthonormal;

3. For each permutation (i, j, k) of signature δ, we have ∇Vi
Vj = (−1)δ Vk;

4. On the distribution orthogonal to (V1, V2, V3), the tensors ϕi = −∇Vi
satisfy ϕi ϕj = (−1)δ ϕk.

Consider a Riemannian manifold M7 of dimension 7, admitting a 3-
Sasakian structure. A vector is called horizontal if it is orthogonal to each
Vi and vertical if it is a linear combination of Vi. Define, for s > 0, the
metric gs on M7 by gs(X,Y ) = g(X,Y ) if X (or Y ) is horizontal, and
gs(V,W ) = s2 g(V,W ) for vertical V,W .

A straightforward computation gives the following

Lemma 6.5.1 The manifold (M7, gs) is Einstein if and only if s = 1 or
s = 1√

5
.

The 3-Sasakian manifold (M7, g1) admits, by definition, a nearly paral-
lel G2-structure of type 3. On the other hand, by Proposition 3.10, every
nearly parallel G2-structure on M defines an Einstein metric. Hence, the
manifold (M7, gs) with s = 1√

5
is a natural candidate for a nearly parallel

G2-structure. Indeed, we have

Theorem 6.5.1 The manifold (M7, gs) admits a nearly parallel G2-structure
for s = 1√

5
.

Proof. Fix s > 0 and a local orthonormal frame X1, . . . ,X4 of the hori-
zontal distribution. Let Za (a = 1, 2, 3) be the vector Za := Va/s and denote
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by ∇ the Levi-Civita connection of the metric g = g1. We define a 3-form ω
by

ω := F1 + F2

where F1 := Z1 ∧ Z2 ∧ Z3 , F2 :=
∑
a
Za ∧ ωa and ωa := 1

2

∑
i
Xi ∧∇Xi

Va.

The 3-form ω is clearly in Λ3
+(M7). Denote by ∗ the Hodge operator

with respect to the metric gs. Then we calculate the forms ∗F1 and ∗F2:

6 ∗ F1 =
∑

a

ωa ∧ ωa , ∗F2 = Z1 ∧ Z2 ∧ ω3 + Z2 ∧ Z3 ∧ ω1 + Z3 ∧ Z1 ∧ ω2.

A straightforward computation yields the formulas

dZ1 = 2sω1−
2

s
Z2 ∧Z3 , dZ2 = 2sω2−

2

s
Z3 ∧Z1 , dZ3 = 2sω3−

2

s
Z1∧Z2

and dF1 = d(Z1 ∧ Z2 ∧ Z3) = 2s(∗F3).

Now we compute

dω1 = d(
1

2s
dZ1 +

1

s2
Z2 ∧ Z3) =

1

s2
(dZ2 ∧ Z3 − Z2 ∧ dZ3)

=
2

s
(ω2 ∧ Z3 − ω3 ∧ Z2)

dω2 =
2

s
(ω3 ∧ Z1 − ω1 ∧ Z3) , dω3 =

2

s
(ω1 ∧ Z2 − ω2 ∧ Z1)

and dF2 =
∑
a
dZa ∧ ωa −

∑
a
Za ∧ dωa = 12s(∗F1) + 2

s
(∗F2).

Finally we obtain dω = d(F1 +F2) = 12s(∗F1) + (2s+ 2
s
)(∗F2). So dω is

a scalar multiple of ∗ω if and only if 12s = 2s+ 2
s
.

As remarked in Section 4, the only known examples of proper nearly
parallel G2-structures - up to now - are the squashed 7-sphere, the Wallach
spaces N(k, l) and an Einstein metric on SO(5)/SO(3) related to the irre-
ducible representation SO(3) → G2 → SO(7). The importance of Theorem
5.4 can thus be seen in the light of the following result:

Theorem 6.5.2 The nearly parallel G2-structures constructed in Theorem
5.4 are proper.
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Proof: Suppose that a constant multiple k of the metric gs on M7 admits
an Einstein Sasakian structure given by the Killing vector field ξ. Denote
by < the curvature tensor of (M7, g) and by <0 the curvature tensor of
(M7, kgs). Then we obtain from Lemma 4 of [2], page 78:

gs(<0(X,Y )ξ, Va) = k[gs(Y, ξ)gs(X,Va)− gs(X, ξ)gs(Y, Va)] . (∗)
Choosing X and Y horizontal we obtain

gs(<0(X,Y )ξ, Va) = 0.

On the other hand, comparing the Levi-Civita connection ∇ of the metric g
with the Levi-Civita connection ∇0 of the metric gs we calculate

<0(X,Y )Va = s2<(X,Y )Va + (s2 − 1)∇[X,Y ]V Va = (s2 − 1)∇[X,Y ]V Va, .

Here we applyed the same lemma for Va as Sasakian structure on (M7, g).
Consequently, ξ is perpendicular to all vectors of the form ∇[X,Y ]V Va. It is
easy to see that the set of all these vectors is just the vertical distribution, so
ξ is horizontal. Next, taking X = V1, a = 2 and Y horizontal in the equation
(∗), one obtains

gs(<0(V1, Y )ξ, V2) = 0. (∗∗)
The vector [Y, V1] is a horizontal one and we can calculate

<0(V1, Y )V2 = ∇0
V1
∇0
Y V2 −∇0

Y∇0
V1
V2 −∇0

[V1,Y ]V2 =

= s2(∇0
V1
∇Y V2 −∇V1

∇Y V2) + s2<(V1, Y )V2 = s2(∇0
V1
∇Y V2 −∇V1

∇Y V2)

by similar arguments. Now ∇Y V2 runs through all horizontal vector fields
when Y is horizontal. Together with (∗∗) we obtain that ξ is perpendicular
to all vectors of the form ∇0

V1
Z −∇V1

Z. The relation

∇0
V1
Z −∇V1

Z = (∇0
V1
Z − [Z, V1]) − (∇V1

Z − [Z, V1]) = (s2 − 1)∇ZV1

shows that ξ is also perpendicular to all horizontal vectors, a contradiction.

Our new examples of nearly parallel G2-structures are all proper. The
recent work of C. Boyer, K. Galicki, B. Mann [8] provides a multitude
of new examples of strongly inhomogeneous 7-manifolds admitting a 3-
Sasakian structure. By our previous theorems, they generate the first exam-
ples of strongly inhomogeneous proper nearly parallel G2-structures. How-
ever, these examples arise from a deformation of the 3-Sasakian structure
and therefore they live on manifolds with 3-Sasakian metric.
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As K. Galicki pointed out to us, he also proved the result of Theorem
5.4 in a joint paper with S. Salamon (in preparation).

6.6 The Automorphism Group of a Nearly Parallel

G2-Structure.

We consider a compact, 7-dimensional manifold M7 with a nearly parallel
G2-structure and denote by ω3 its 3-form. Then we have the differential
equations

∇Xω
3 = −2λ(X | ∗ ω3) , dω3 = −8λ ∗ ω3 , λ 6= 0.

Let X be a vector field preserving the 3-form, i.e.

LXω
3 = d(X | ω3) +X | dω3 = d(X | ω3) − 8λ(X | ∗ ω3) = 0.

In particular, X is a Killing vector field of the Riemannian metric g and
∇X ∈ Γ(T ⊗ T ) is anti-symmetric and coincides - up to a multiple - with
the exterior derivative of the 1-form X:

∇X =
1

2
dX.

We now calculate the form d(X | ω3) using the differential equation for ω3:

d(X | ω3)(α, β, γ) = (∇αω
3)(X,β, γ)−(∇βω

3)(X,α, γ)+(∇γω
3)(X,α, β)+

+ω3(∇αX,β, γ) − ω3(∇βX,α, γ) + ω3(∇γX,α, β) =

= 6λ(∗ω3)(X,α, β, γ) + ω3(∇αX,β, γ) − ω3(∇βX;α, γ) + ω3(∇γX,α, β).

The equation d(X | ω3) − 8λ(X | ∗ ω3) = 0 becomes:

2λ(X | ∗ ω3)(α, β, γ) = ω3(∇αX,β, γ − ω3(∇βX,α, γ) + ω3(∇γX,α, β) =

=
1

2
{ω3(α | dX, β, γ) − ω3(β | dX,α, γ) + ω3(γ | dX,α, β)}.

We apply now the following easy algebraic observation:

Lemma 6.6.1 Let η2 be a 2-form and denote by π7(η
2) its Λ2

7-component
with respect to the decomposition Λ2 = Λ2

7 ⊕ Λ2
14. Suppose that π7(η

2) is
given by a vector Z, i.e. π7(η

2) = Z | ω3. Then
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ω3(α | η2, β, γ)− ω3(β | η2, α, γ) + ω3(γ | η2, α, β) = 3(Z | ∗ ω3)(α, β, γ).

The condition that the vector field X preserves the 3-form becomes equiva-
lent to

2λ(X | ∗ ω3) =
1

2
· 3(Z | ∗ ω3)

where π7(dX) = Z | ω3. This implies Z = 4
3 · λ · X and consequently we

have proved

Theorem 6.6.1 A nearly parallel G2-structure ω3 is preserved by a Killing
vector field X if and only if

π7(dX) =
4

3
· λ · (X | ω3).

We now use Stokes Theorem as well as the identities given in the Propo-
sitions 2.4 and 2.5 in order to obtain the following relation between the
L2-norms | · | of X and the Λ2

14-part π14(dX) of dX:

Theorem 6.6.2 Let X be a Killing vector field preserving a nearly parallel
G2-structure ω3 on a closed manifold M7. Then

128

3
λ2|X|2 = |π14(dX)|2.

Proof: We start with the algebraic identity dX∧dX∧ω3 = 2|π7(dX)|2−
|π14(dX)|2 which is valid for any 2-form η(= dX). By Stokes Theorem and
Propositions 2.4 and 2.5 we obtain

∫
dX ∧ dX ∧ ω3 =

∫
X ∧ dX ∧ dω3 = −8λ

∫
X ∧ dX ∧ (∗ω3)

= −8λ

∫
X ∧ π7(dX) ∧ (∗ω3)

= −32

3
λ2
∫
X ∧ (X | ω3) ∧ (∗ω3)

= −32λ2
∫
X ∧ (∗X) = −32λ2|X|2.
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Therefore we get

2|π7(dX)|2 − |π14(dX)|2 = −32λ2|X|2.

Using the equation π7(dX) = 4
3 · λ · (X | ω3), we have

|π7(dX)|2 =
16

3
λ2|X|2,

and the formula follows immediately.

Consider a component Σ ⊂ M7 of the zero set of X. Since X is a
Killing vector field, Σ is a totally geodesic submanifold of even codimension.
Suppose that dim[Σ] = 5. Then at any point of Σ we obtain that 0 6= dX ∈
Λ2

14 has rank 2 (π7(dX) = 0!). This implies dX ∧ dX = 0. On the other
hand, since dX ∈ Λ2

14 we have dX ∧ dX ∧ ω3 = −|dX|2 (see the definition
of the space Λ2

14), a contradiction. This yields the

Corollary 6.6.1 Any connected component of the zero set of a Killing vec-
tor field X preserving a nearly parallel G2-structure ω3 has dimension one
or three.

We investigate now the geometry of the 3-dimensional components of the
zero set Σ.

Theorem 6.6.3 Let Σ3 ⊂M7 be a three-dimensional component of the zero
set of a Killing vector field preserving a nearly parallel G2-structure. Then

(i) the tangent spaces T (Σ3) ⊂ T (M7) are G2-special, i.e. the restriction
of ω3 to Σ3 is the volume form of Σ3.

(ii) Σ3 is a space form of positive sectional curvature K = R
42 .

Proof: The equation X | dω3 + d(X | ω3) = 0 yields at any point m ∈∑3 and for any three vectors α, β, γ ∈ Tm(M7) the relation

0 = d(X | ω3)(α, β, γ) = ω3(∇αX,β, γ) − ω3(∇βX,α, γ) + ω3(∇γX,α, β).

Let e1, e2, . . . , e7 be a local orthonormal frame in the G2-bundle such that
e1(m) and e2(m) belong to the tangent space Tm(Σ3). There exists a frame
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with the required property since the group G2 acts transitively on the Grass-
mannian manifold G2(R

7). With respect to

∇e1X = ∇e2X = 0

we obtain (β = e1, γ = e2) ω3(∇αX, e1, e2) = 0. The vectors ∇αX, α ∈
Tm(M7), generate the normal space of Tm(Σ3) and, therefore, the latter
equation means that the subspace Tm(Σ3) ⊂ Tm(M7) is of special G2-type
(see Proposition 2.6). In particular, the vector e7 is the third vector tangent
to Σ3 at the point m ∈ Σ3. The 2-forms

e2∧e7+e3∧e5−e4∧e6 , e1∧e7 +e3∧e6+e4∧e5 , e1∧e2+e3∧e4+e5∧e6
are elements of Λ2

7. The curvature tensor < of M7 acts on forms of the type
Λ2

7 by the scalar multiplication by − R
42 (see Section 4). This implies

<(e2 ∧ e7 + e3 ∧ e5 − e4 ∧ e6) = −R

42
(e2 ∧ e7 + e3 ∧ e5 − e4 ∧ e6)

and, finally, R2772 = R
42 because Σ3 is a totally geodesic submanifold (i.e.

R3527 = R4627 = 0 for example). Similarly we obtain R1771 = R1221 = R
42

and, hence, Σ3 is a space form of positive sectional curvature K = R
42 .

Let H ⊂ G = Aut (M7, ω3) be a subgroup of the connected component
G of the automorphism group of a nearly parallel G2-structure (λ 6= 0) and
suppose that for some point m∗ ∈ M7 the H-orbit N4 = H ·m∗ is a four-
dimensional submanifold. Then (∗ω3) is an H-invariant 4-form on N4, i.e.
a constant multiple of the volume form of N4. On the other hand, we have

(−8λ)

∫

N4

(∗ω3) =

∫

N4

dω3 = 0

and, thus, ∗ω3 vanishes on N4. This implies that ω3 vanishes on the normal
bundle T⊥(N4). Using Proposition 2.6 we obtain a local frame e1, e2, . . . , e7
in the G2-bundle over N4 such that e4, e5, e6, e7 Span the tangent space
T (N4) of N4. Moreover, on N4 the formula

ω3|N4 = e5 ∧ e6 ∧ e7
holds, i.e. ω3|N4 is a 3-form on N4 of length one. Denote by ξ the tangent
vector field on N4 corresponding to this 3-form under the Hodge operator
of N4 (ξ = e4). Then we have

ξ | ω3 = 0 , dN4 = ξ ∧ ω3.
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The 3-form ω3 is invariant under the flow of the vector field ξ on N4:

Lξ(ω
3) = ξ | dω3 + d(ξ | ω3) = −8λ(ξ | ∗ ω3) + 0 = 0.

We summarize the result in the following

Theorem 6.6.4 Let N4 = H ·m∗ be a four-dimensional orbit, H ⊂ G =
Aut (M7, ω3). Then the restriction of ω3 to N4 is a 3-form on N4 with
length one. Moreover, there exists a vector field ξ such that

(i) ξ | ω3 = 0 , dN4 = ξ ∧ ω3;

(ii) Lξ(ω
3) = 0.

In particular, the Euler characteristic χ(N4) of N4 vanishes, χ(N4) = 0.

Corollary 6.6.2 The isotropy representation G(m) → GL(Tm(M7)) at any
point m ∈ N4 of a four-dimensional orbit N4 decomposes into a 1-dimensional
and two 3-dimensional representations.

Denote by G = Aut (M7, ω3) the connected component of the auto-
morphism group of the nearly parallel G2-manifold. The isotropy subgroup
G(m) of any point m ∈M7 is a subgroup of G2. Thus, we obtain

dim(G) − dim(G(m)) ≤ 7, G(m) ⊂ G2.

Theorem 6.6.5 Let (M7, ω3) be a simply-connected, compact manifold ad-
mitting a nearly parallel G2-structure not isometric to the sphere S7. Then
the automorphism group G has dimension ≤ 13.

Proof. First we discuss the case of 15 ≤ dim (G). Then the isotropy
subgroup G(m) is a subgroup of G2 with 8 ≤ dim (G(m)). However, the
group G2 contains only two subgroups satisfying this condition, namely
G(m) = SU(3) and G2 (see [13]). If G(m) = G2 for any point m ∈ M7,
the Weyl tensor vanishes identically and the space M7 is the sphere S7.
Suppose that there exists a point m ∈ M7 such that G(m) = SU(3). Then
the group G acts transitively on M7. Moreover, G is a simply-connected,
compact group of dimension 15 containing a subgroup isomorphic to SU(3).
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The classification of compact groups yields that there exists only one group
with these properties, namely G = SU(4). The Riemannian metric on M7

is given by an SU(3)-invariant scalar product of R
7 = C

3 ⊕ R
1. The family

of SU(3)-invariant scalar products depends on one positive parameter, but
only the usual scalar product in R

7 defines an Einstein metric on the homo-
geneous space M7 = SU(4)/SU(3). Consequently, M7 is isometric to the
sphere S7.

Next we study the case of dim (G) = 14. Then 7 ≤ dim (G(m)) for any
point m ∈ M7. The group G2 does not contain a subgroup of dimension
7 (see [13]) and therefore we obtain again G(m) = SU(3) or G2. The case
G(m) = G2 for any point m ∈ M7 is impossible. Suppose G(m) = SU(3)
for some point. Then G is a compact group of dimension 14 containing a
subgroup isomorphic to SU(3). Moreover, G acts onM7 with cohomogeneity
one. Since M7 is simply-connected, there exists a point m0 ∈M7 such that
G(m0) = G. Then G is isomorphic to G2. In a neighbourhood of this point
the Einstein metrics is a warped product metric dr2 ⊕ f(r)g0, where g0 is
a G2-invariant metric on the sphere G2/SU(3) = S6. Since the metric is
regular at the point m0,M

7 is a space of constant sectional curvature (see
[3]).

Theorem 6.6.6 Let (M7, ω3) be a simply-connected, compact manifold ad-
mitting a nearly parallel G2-structure not isometric to the sphere S7. Then
the group SU(3) cannot occur as an isotropy subgroup G(m) ⊂ Aut (M7, ω3).

Proof The isotropy group G(m) of an arbitrary point m ∈ M7 is a sub-
group of G2. Suppose that it is isomorphic to SU(3) for one point m ∈M7.
The isotropy representation G(m) → SO(Tm(M7)) is the standard repre-
sentation of SU(3) in SO(7). The possible dimensions of G(m)-invariant
subspaces V ⊂ Tm(M7) are 0, 1, 6 and 7. The tangent space Tm(N) of
the orbit N = G ·m = G/G(m) defines a G(m)-invariant subspace. Conse-
quently, we obtain four possibilities

a) G = G(m) = SU(3),
b) dim (G) = 9 and G(m) = SU(3),
c) dim (G) = 14,
d) dim (G) = 15.
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In case dim (G) = 14 or 15, M7 is isometric to the sphere S7. If
dim (G) = 9, the automorphism group G is (locally) isomorphic to G =
SU(3) × U(1). Denote by X the Killing vector field corresponding to the
U(1)-action. Suppose that X has a zero point m∗ and consider the orbit N
through m∗. Then X vanishes at every point of N and therefore by Theorem
4, N is a 1- or 3-dimensional submanifold. The group SU(3) acts on N as
a group of isometries and we obtain an isomomorphism SU(3) → Iso(N).
The compact group Iso(N) is isomorphic to U(1) (in case dim (N) = 1)
or to SO(4) (in case dim (N) = 3). Since any two- or four-dimensional
real representation of the group SU(3) is trivial, we conclude that G acts
trivially on N . Hence, G is a 9-dimensional subgroup of G2, a contradic-
tion. Consequently, the Killing vector field X corresponding to the U(1)-
action has constant length 1. Next we prove that the U(1)-action on M7

is a free action. Indeed, for any point m∗ the isotropy subgroup G(m∗)
of G = SU(3) × U(1) has the dimension bounded by dim (G) − 7 = 2 ≤
dim (G(m∗)). In case dim (G(m∗)) = 2, the group G acts transitively on
M7 and then the isotropy group G(m) = SU(3) cannot occur. Hence,
G(m∗) = G1 × Zp ⊂ SU(3) × U(1) is a group of dimension at least 3.
There are only two possibilities: G1 = SU(2) or G1 = SU(3). In both cases
we get a Zp-action preserving the orientation on the 6-dimensional sphere
S6 = G2/SU(3) commuting with the usual SU(3)-action on S6. This means
that the group Zp is trivial, i.e. the action of U(1) is free. This U(1)-action
on M7 defines a compact 6-dimensional manifold K6 = M7/U(1) as well as
a principal bundle π : M7 → K6. Since M7 is an Einstein space of posi-
tive scalar curvature, K6 is an Einstein space of positive scalar curvature,
too. The group SU(3) acts as a group of isometries on K6 and the isotropy
subgroups of this action are SU(2) or SU(3). Hence K6 is isometric to the
projective space CP3. Moreover, the 2-form dX is a horizontal 2-form

(X | dX)(Y ) = dX(X,Y ) = X〈X,Y 〉 − Y 〈X,X, 〉 − 〈X, [X,Y ]〉 =

= 〈∇XX,Y 〉 + 〈X,∇YX〉 = 0,

i.e. X is a connection in the principal U(1)-fibre bundle π : M7 → K6

with curvature form dX. Finally it turns out that M7 is the 7-dimensional
sphere.

It remains to discuss the case of dim (G) = 8. In this case, the group
G coincides with G(m) = SU(3) and acts on M7 with cohomogeneity two.
The subgroups of SU(3) and their dimensions are



112 CHAPTER 6. ON NEARLY PARALLEL G2-STRUCTURES

SO(3) 3

S(U(2) × U(1)) 4

SU(2) 3

U(1) × U(1) 2

U(1) 1

The orbit G/G(m∗) for any point m∗ ∈M7 is therefore either a point or
at least a 4-dimensional submanifold. The group G(m∗) = S(U(2) × U(1))
cannot occur since the Euler characteristic of G/G(m∗) = SU(3)/S(U(2) ×
U(1)) = CP2 is not zero (Theorem 6.5). On the other hand, near the point
m ∈ M7 all orbits are of type SU(3)/SU(2). Since the set of all principal
orbits of the G-action is dense, the type of the principal orbit is G(m∗) =
SU(2). Consequently, we see that G = SU(3) acts on M7 with two orbit
types only. There is a finite set γ1, · · · , γk of closed geodesics in M7 such that
G(mi) = SU(3) (mi ∈ γi) and any other orbit is of type SU(3)/SU(2) = S5.
There exists only one geodesic γ. Indeed, Y = M7/SU(3) is a 2-dimensional
manifold with k boundary components and

M7 − {γ1, · · · , γk} −→ Int (Y )

is an S5-fibration. On the other hand, we have

0 = π1(M
7) = π1(M

7 − {γ1, · · · , γk}) = π1(Int (Y ))

and Y = D2 has only one boundary component. Consequently, M7 is a 7-
dimensional Einstein manifold with isometry group SU(3) and the principal
orbits are of type SU(3)/SU(2); there exists only one exceptional orbit - the
fixed point set of SU(3). It turns out that M7 is isometric to the standard
7-dimensional sphere S7 (M7 is topologically the sphere and the metric is an
SU(3)-invariant Einstein metric with respect to the usual action of SU(3) ⊂
SO(6) ⊂ SO(8) see [4]).

Corollary 6.6.3 Let (M7, ω3) be a simply-connected, compact manifold with
nearly parallel G2-structure not isometric to the sphere S7. Then
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(i) the dimension of the automorphism G = Aut (M7, ω3) has dimension
≤ 13.

(ii) any isotropy subgroup G(m) has dimension ≤ 6.

6.7 Nearly Parallel G2-Structures with Large

Symmetry Group.

In this section we classify all seven-dimensional compact, simply-connected
manifolds with a nearly parallel G2-structure and symmetry group of dimen-
sion at least 10. This classification includes in particular the classification
of compact, simply-connected homogeneous nearly parallel G2-structures.

Let (M7, g) be a compact, simply-connected 7-dimensional nearly parallel
G2-manifold different from the sphere S7. LetG be the connected component
of the automorphism group of the G2-structure. We already know that

dim (G) ≤ 13 and dim (G(m)) ≤ 6 for any point m ∈M7

holds. We will discuss the spaces case by case depending on the dimension
of the group G.

1. case: dim (G) = 13.

In this case the dimension of the isotropy group G(m) is 6 for any point
m ∈ M7 and the group G acts transitively on M7 = G/G(m). There exists
only one connected six-dimensional subgroup of the group G2 (see [13]),
namely the isotropy group of the exceptional orbit of the G2-action on the
Grassmannian manifold G3(R

7) (see Proposition 2.6). The Lie algebra of
this subgroup is defined by the relations:

ω12 + ω34 + ω56 = 0 , ω17 + ω36 + ω45 = 0 , ω27 + ω35 − ω46 = 0

ω13 = ω14 = ω15 = ω16 = ω23 = ω24 = ω25 = ω26 = ω37 = ω47 = ω57 = ω67 = 0

and the subgroup is isomorphic to G(m) = SO(4) = [SU(2)×SU(2)]/{±1}.
Denote by G∗ and G∗(m) the 2-fold covering of the group G respectively of
the group G(m). Then G∗ is a compact, simply-connected 13-dimensional
Lie group containing a subgroup isomorphic to G∗(m) = Sp (1) × Sp (1).
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Using the classification of simple Lie groups we deduce that G∗ is isomorphic
to G∗ = Sp (2) × Sp(1). Consequently, the homogeneous Einstein manifold
M7 is of type M7 = [Sp (2) × Sp (1)]/[Sp (1) × Sp (1)] and therefore M7 is
isometric either to the standard sphere S7 or to the squashed sphere S7

squas.

2. case: dim (G) = 12.

In this case the dimension of any isotropy group G(m) is bounded by
5 ≤ dim (G(m)) ≤ 6. Since the group G2 does not contain a subgroup of
dimension 5 we obtain that any isotropy group G(m) has dimension 6, i.e.
any isotropy group is a 6-dimensional subgroup of G2 containing the group
SO(4) described above:

SO(4) ⊂ G(m) ⊂ G2.

It is a matter of fact that such a subgroup of G2 coincides with SO(4).
Indeed, consider the covering G2/SO(4) → G2/G(m). Any deck transfor-
mation g ∈ G2 is homotopic to the identity map and therefore its Lefschetz
number coincides with the Euler characteristic χ(G2/SO(4)) > 0, a contra-
diction. Consequently, the group G acts on M7 with one orbit type only and
M7 is the total space of a fibration over S1 with the fibre F = G/SO(4).
On the other hand, the exact homotopy sequence of this fibration yields

· · · → π1(F ) → π1(M
7) = 1 → π(S1) = ZZ → π0(F ) = 1,

a contradiction. Finally we see that the case dim (G) = 12 is impossible.

3. case: dim (G) = 11.

In this case the dimension of any isotropy group G(m) is bounded by
4 ≤ dim (G(m)) ≤ 6.

Suppose that dim (G(m)) = 4 for one point m ∈M7. Then G acts tran-
sitively, M7 = G/G(m), and the isotropy group G(m) ⊂ G2 is connected.
Using the list of all connected subgroups of the exceptional group G2 (see
[13]) we obtain two possibilities:

a) G(m) is the subgroup [SU(2) × U(1)]/{±1} of SU(3). This is in fact
the group SU(3)∩SO(4) and its Lie algebra is given by the equations:

ω12 + ω34 + ω56 = 0 , ω36 + ω45 = 0 , ω35 − ω46 = 0
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ω13 = ω14 = ω15 = ω16 = ω17 = ω23 = ω24 = ω25 = ω26 = ω27 = 0

ω37 = ω47 = ω57 = ω67 = 0.

The representation of G(m) in R
7 splits into a 1-, 2- and 4-dimensional

invariant subspace,
R

7 = E1 ⊕ E2 ⊕ E4

whereE2 = Span (e1, e2), E
4 = Span (e3, e4, e5, e6) and E1 = Span (e7).

b) G(m) is the subgroup [U(1)×SU(2)]/{±1} of [SU(2)×SU(2)]/{±1} =
SO(4). The Lie algebra of this group is given by the equations:

ω13 = ω14 = ω15 = ω16 = ω23 = ω24 = ω25 =

= ω26 = ω37 = ω47 = ω57 = ω67 = 0.

ω12 + ω34 + ω56 = 0,

ω17+ω36+ω45 = 0 , ω36 = ω45 , ω27+ω35−ω46 = 0 , ω35 = −ω46.

The representation of G(m) in R
7 splits into a 3- and 4-dimensional

invariant subspace,
R

7 = F 3 ⊕ F 4

where F 3 = Span (e1, e2, e7) and F 4 = Span (e3, e4, e5, e6).

First we consider the case that π1(G) is a finite group. Denote by G∗

its universal covering and lift the isotropy subgroup to G∗(m) = Sp (1) ×
U (1). Then G∗ is a simply-connected Lie group of dimension 11 containing
the two-dimensional torus T 2 ⊂ Sp(1) × U(1). Moreover, since the Euler
characteristic of M7 = G∗/G∗(m) vanishes we conclude that the rank of G∗

is greater or equal to 3,

rank (G∗) ≥ 3 , dim (G∗) = 11 , π1(G
∗) = 1.

The classification of all compact Lie groups yields that G∗ is isomorphic to
SU(3) × SU(2). In case a) the isotropy group G(m) is contained in SU(3)
and consequently the space M7 admits two real Killing spinors (the G2-
structure is of type 2). On the other hand, the automorphism group of
the G2-structure of the manifold M(3, 2) with two Killing spinors described
in Section 4 is isomorphic to SU(3) × SU(2), this group acts transitively
on M7 and the isotropy representation coincides with the representation
of G(m) in case a). Hence, in case a) M7 is isometric to M(3, 2). In a
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similar way we can handle the case b). The manifold N(1, 1) admits a G2-
structure of type 1 (not the 3-Sasakian metric!, see Sections 4 and 5) and
the automorphism group of this G2-structure coincides obviously with the
isometry group SU(3)×SU(2). A calculation of the isotropy representation
yields that in coincides with the representation of case b) and consequently
M7 is isometric to N(1, 1).

Suppose now that π1(G) is not a finite group. The exact homotopy
sequence

. . .→ π2(M
7) → π1(G(m)) = Z → π1(G) → 1

yields that π1(G(m)) = π1(G) = Z. Consider a finite covering G∗ of G such
that G∗ splits into G∗ = U(1) ×G1, where G1 is a simply-connected group
of dimension 10. Then G1 is isomorphic to Spin (5). The decomposition
G∗ = U(1) × Spin(5) defines a Killing vector field X on M7 invariant with
respect to the action of Spin (5). Consequently, X has a constant length.
In particular, at the point m ∈ M7 the isotropy group G(m) preserves the
vector X(m), i.e. the group G(m) is of type G(m) = SU(3) ∩ SO(4) and
the isotropy representation splits into

Tm(M7) = E1 ⊕ E2 ⊕ E4.

On the other hand, the embedding Φ : G∗(m) = U(1) × Spin (3) → U(1) ×
Spin (5) = G∗ is given by two injective homomorphisms

i : Spin (3) → Spin (5) , j : U(1) → U(1)

(π1(G
∗/G∗(m)) = 1!) and by one homomorphism k : U(1) → Spin (5),

Φ(z, g) = (j(z), k(z) · i(g)).

Therefore the isotropy representation of the space G∗/Φ(G∗(m)) considered
only as an Spin (3)-representation is isomorphic to the isotropy representa-
tion of the space Spin (5)/i(Spin (3)). There are only two injective homo-
morphisms i1, i2 : Spin (3) → Spin (5). The first of them i1 is related to
the 5-dimensional irreducible representation of SO(3) and i2 is the usual
inclusion of SO(3) into SO(5). In case of i1 we obtain that the isotropy
representation of the homogeneous space is irreducible and in case of i2 we
obtain the isotropy representation of the Stiefel manifold V5,2 which splits
into the irreducible subspaces E1⊕E3⊕E3. This contradicts the mentioned
decomposition of Tm(M7) and finally the case G∗ = U(1) × Spin (5) is not
possible.
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We discuss now the case that any isotropy group G(m) is a 6-dimensional
group, i.e. G(m) = SO(4) ⊂ G2. Since dim (G) = 11, any orbit N =
G/G(m) ⊂ M7 has dimension 5 and its tangents space Tm(N) ⊂ Tm(M7)
defines a G(m) = SO(4)-invariant subspace of Tm(M7) = R

7. The rep-
resentation of the group SO(4) ⊂ G2 ⊂ SO(7) splits into two SO(4)-
irreducible parts, namely R

7 = F 3 ⊕ F 4 where F 3 = Span (e1, e2, e7) and
F 4 = Span (e3, e4, e5, e6), a contradiction. Consequently, this case is impos-
sible.

4. case: dim(G) = 10.

In this case the dimension of any groupG(m) is bounded by 3 ≤ dim(G(m)) ≤
6.

Suppose that dim(G(m)) = 3 for one point m ∈M7. Then G acts tran-
sitively, M7 = G/G(m), and the isotropy group G(m) ⊂ G2 is connected.
Using the list of all connected subgroups of the exceptional group G2 (see
[13]) we obtain four possibilities. In any case, G(m) is isomorphic to SO(3)
or to SU(2). Since π1(M

7) = 1 we obtain π(G) = π1(G(m)) = 0 or Z2.
Consider the universal coverings G∗ and G∗(m) = Spin (3). Then G∗ is
a simply-connected Lie group of dimension 10. Moreover, since the Euler
characteristic of M7 = G/G∗(m) vanishes we conclude that the rank of G∗

is greater or equal to2,

rank (G∗) ≥ 2 , dim (G∗) = 10 , π1(G
∗) = 1.

The classification of all compact Lie groups yields that G∗ is isomorphic to
Spin (5) and the manifold M7 is isometric to the Stiefel manifold V5,2 or to
the spaces SO(5)/SO(3) described in Section 4.

Suppose now that the isotropy group G(m) is a four-dimensional sub-
group for one point m ∈M7. Then G(m) is one of the two subgroups of G2

considered in the discution of the case dim(G) = 11. In particular, G(m) is a
connected subgroup. The orbit G·m through m is a 6-dimensional manifold,
but only the group G(m) = SU(3)∩SO(4) ⊂ G2 has a 6-dimensional invari-
ant subspace. Consequently, G/G(m) is the principal orbit of the G-action
on M7 and there are no other orbits of dimension 6. But exceptional orbits
do not exist at all. Indeed, since SU(3) cannot occur as an isotropy subgroup,
an exceptional orbit must be of type O4 = G/SO(4). However, the isotropy
representation of SO(4) is F 3 ⊕ F 4, a contradiction to the Corollary 2 in
Section 6. Finally the G-action defines a fibration M7 → M7/G = S1 and
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the exact homotopy sequence yields that M7 cannot be simply-connected.

It remains to discuss the situation where any orbit is a four-dimensional
manifold and every isotropy group G(m) coincides with SO(4). In this
situation we can apply the same argument as before and we obtain again a
contradiction to Corollary 2.

In particular we proved the following

Theorem 6.7.1 Any compact nearly parallel G2-manifold with automor-
phism group of dimension dim (G) ≥ 10 is homogeneous.

Probably there exist non-homogeneous nearly parallel G2-manifolds ad-
mitting an automorphism group of dimension 9, 8, · · · . However, explicit
non-homogeneous examples with a 9- or 8-dimensional automorphism group
up to now are not known. On the other hand, using similar arguments as be-
fore one can finish the classification of compact, homogeneous nearly parallel
G2-manifolds. It turns out that in case dim(G) ≤ 9 the space is isometric to
Q(1, 1, 1) or to one of the manifolds N(k, l).

Theorem 6.7.2 Any compact, simply-connected, homogeneous nearly par-
allel G2-manifold is one of the spaces described in the three tables of Section
4.
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Chapter 7

Formes harmoniques en

présence de spineurs de

Killing kählériens

Dans ce chapitre, qui reprend le contenu d’une note parue dans les Comptes
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Rendus de l’Académie des Sciences, t. 322, Série I, p.679-684, 1996, on
continue l’étude des variétés admettant des spineurs de Killing kählériens
commencée dans le Chapitre 2, en obtenant cette fois-ci des résultats sur les
formes harmoniques d’une telle variété.
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Résumé. – On démontre que le produit de Clifford entre une forme har-
monique effective et un spineur de Killing kählérien (cf. [35], [27], [49])
s’annule, ce qui est l’analogue kählérien d’un résultat d’Hijazi concernant les
spineurs de Killing riemanniens [27]. Comme conséquence, on montre qu’il
n’y a pas de forme parallèle effective de type (p, p) (p > 0) sur les variétés
de Kähler-Einstein admettant une structure complexe de contact.

Abstract. – We show that the Clifford product between an effective har-
monic form and a Kählerian Killing spinor (cf. [35], [27], [49]) vanishes,
which is the Kählerian analogue of Hijazi’s result concerning Riemannian
Killing spinors [27]. As a corollary, we prove that there is no parallel effec-
tive (p, p)-form (p > 0) on Kähler-Einstein manifolds admitting a complex
contact structure.

Classification AMS. – 53A50, 58A10.

Mots-clés. – formes harmoniques, spineurs de Killing kählériens.
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Abridged English Version - In 1984 Hijazi [25], [26] showed that
on a spin manifold, Mn, the Clifford product of a harmonic form of degree
k 6= 0, n with a Killing spinor vanishes, which led to the theorem that Kähler
manifolds do not admit Killing spinors. Because of this, on Kähler manifolds
of odd complex dimension one defined the notion of Kählerian Killing spinors
([27], [35], [49]), and manifolds admitting such spinors were called limiting
manifolds. The aim of this note is to prove the following result:

Theorem. On a limiting manifold, the product of a non-constant har-
monic effective form with a Kählerian Killing spinor vanishes.

The idea of the proof is to show, as in [25], [26], that the two chiral parts
of this product are both eigenvectors for the square of the Dirac operator
with eigenvalues smaller than the least possible eigenvalue on M . In order
to obtain this, we write everything in complex coordinates and use the dif-
ferential equation of the Kählerian Killing spinor. Then, as a consequence
we get

Theorem. Every parallel (p, p)-form on a Kähler-Einstein manifold
M8 l+6 admitting a complex contact structure is a constant multiples of Ωp,
where Ω is the Kähler form of M .

——————–

7.1 Introduction

En 1984, Hijazi a montré (cf. [25],[26]) que sur une variété spinorielle com-
pacte de dimension n notée M , le produit de Clifford entre une forme har-
monique de degré k 6= 0, n et un spineur de Killing est nul. Une conséquence
de ce théorème est que si M admet un spineur de Killing, alors il n’y a pas
de forme parallèle de degré k 6= 0, n sur M , et en particulier, M n’est pas
kählérienne (cf. aussi [45], Prop. 6).

Il était donc naturel de chercher un analogue des spineurs de Killing
dans le cas kählérien. Ceci a été fait par Kirchberg en 1986 (cf. [35]) qui a
trouvé pour une variété kählérienne compacte spinorielle M , des inégalités
optimales entre le carré de la première valeur propre de l’opérateur de Dirac
et la courbure scalaire. Dans le cas où la dimension complexe de M est
impaire, les spineurs pour lesquels le cas d’égalité est atteint vérifient une
équation différentielle semblable à celle des spineurs de Killing (cf. [27], [35]),
et sont appelés, par analogie, des spineurs de Killing kählériens. Les variétés
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admettant des spineurs de Killing kählériens s’appellent des variétés-limites
[49].

Soit M une variété-limite et Ψ un spineur de Killing kählérien. Soit Ω la
forme de Kähler de M . Si on essaye de généraliser le théorème d’Hijazi à la
lettre, en conjecturant que ω · Ψ = 0 pour toute forme harmonique ω, on se
trouve très vite confrontés à une difficulté : le produit Ω ·Ψ est non-nul (cf.
[27],[35]), bien que la forme de Kähler Ω soit harmonique. On peut cependant
éviter ce problème en limitant la conjecture aux formes effectives, car la
forme de Kähler joue un rôle très particulier parmi les formes harmoniques.
La réponse affirmative à cette conjecture “réduite” et quelques unes de ses
conséquences formeront les résultats principaux de ce papier.

7.2 Préliminaires algébriques

Soit M une variété kählérienne compacte de dimension n = 2m, J la struc-
ture complexe et Ω sa forme de Kähler. Pour chaque point x de M il existe
un repère local orthonormé {Xα, Yα} avec Yα = J(Xα) et ∇Xα = ∇Yα = 0
en x, qu’on appellera adapté. On considère les bases induites sur T 1,0

x (M)
et T 0,1

x (M):

Zα =
1

2
(Xα − i Yα) , Zᾱ =

1

2
(Xα + i Yα).

On sait que, une fois la métrique sur M fixée, le fibré en algèbres de Clifford
réelles, Cl(M), est canoniquement isomorphe (en tant que fibré vectoriel) à
Λ(TM), par la correspondance ei1 · . . . ·eik → ei1 ∧ . . .∧eik , pour i1 < . . . < ik
et {ei} base orthonormée (l’isomorphisme ne dépend pas du choix de la base).

Evidemment, cet isomorphisme se prolonge par linéarité à un isomor-
phisme ϕ : Cl(M) → Λ(TM ⊕ C) ∼ Λ(T ∗M ⊕ C), et désormais on iden-
tifiera les vecteurs et covecteurs complexes par la métrique, et les formes
avec les éléments du fibré en algèbres de Clifford complexes Cl(M) via
l’isomorphisme ϕ. On vérifie alors facilement les relations

X · ω = (−1)k ω ·X − 2X | ω , ∀X ∈ TM ⊕ C, ω ∈ Λ(T ∗M ⊕ C), (7.1)

Zα · Zα = Zᾱ · Zᾱ = 0 , Zα · Zβ̄ = −Zβ̄ · Zα − δαβ , (7.2)

Zα · Zβ = −Zβ · Zα , Zᾱ · Zβ̄ = −Zβ̄ · Zᾱ, (7.3)

Zα ∧ Zᾱ =
1

2
+ Zα · Zᾱ = −1

2
− Zᾱ · Zα, (7.4)
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∑

α

Zα · Zᾱ =
Ω

2i
− m

2
,
∑

α

Zᾱ · Zα = −Ω

2i
− m

2
. (7.5)

2
∑

α

(Zᾱ ∧ (Zα | ω)) = q ω , ∀ω ∈ Λp,q. (7.6)

Considérons l’opérateur L : Λ(M) → Λ(M) donné par L(ω) = ω ∧Ω, et soit
Λ son adjoint. On vérifie sans peine (cf. [41]) que Λ = −2

∑
α Zα | Zᾱ | et

(ΛL− LΛ)ω = (m− r)ω, ∀ω ∈ Λr. (7.7)

Une forme ω s’appelle effective si Λω = 0.

Supposons maintenant que la métrique sur M est normalisée de telle
manière que la courbure scalaire soit égale à n (n+ 2), et que en plus M est
une variété-limite différente de CPm, et soit Ψ le spineur de Killing kählérien
qui satisfait (cf. [27], [49])

∇XΨ =
1

2
(X · Ψ + i J(X) · Ψ̄), ∀X. (7.8)

Ici, si par rapport à la Z2-graduation du fibré des spineurs Ψ = Ψ+ + Ψ−,
son conjugué est défini par Ψ̄ = Ψ+ − Ψ−. On a alors (cf. [27],[49])

Ω · Ψ+ = −iΨ+ , Ω · Ψ− = iΨ−, (7.9)

et on trouve à partir de (7.8)

∇ZαΨ = Zα · Ψ− , ∇ZᾱΨ = Zᾱ · Ψ+. (7.10)

Un calcul simple permet d’écrire l’expression en coordonées complexes de
l’opérateur de Dirac D :

D = 2
∑

α

(Zα · ∇Zᾱ + Zᾱ · ∇Zα). (7.11)

7.3 Le théorème principal

Théorème 7.3.1 Si ω est une forme harmonique effective non-constante
sur une variété-limite, et Ψ un spineur de Killing kählérien, alors ω ·Ψ = 0.

Preuve. On fixe un repère local adapté {Zα, Zᾱ}. La preuve du théorème
7.3.1 repose essentiellement sur deux lemmes :
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Lemme 7.3.1 On a les relations

∑

β

Zβ · ω · Zβ̄ = (−1)p+q (ω ·
∑

β

Zβ · Zβ̄ + q ω)

et ∑

β

Zβ̄ · ω · Zβ = (−1)p+q (ω ·
∑

β

Zβ̄ · Zβ + pω)

Preuve. Pour chaque β ∈ {1, . . . ,m}, ω s’écrit de manière unique sous
la forme

ω = Zβ ∧ Zβ̄ ∧ ωββ̄ + Zβ ∧ ωβ + Zβ̄ ∧ ωβ̄ + ωβ,0,

où l’expression de chacune des formes ωββ̄, ωβ, ωβ̄ et ωβ,0 ne contient pas
des termes de la forme Zβ ou Zβ̄ dans la base {Zα, Zᾱ}. Evidemment on a

ωββ̄ = 4Zβ | Zβ̄
| ω et 2Zβ | ω = −Zβ ∧ ωββ̄ + ωβ̄, (7.12)

Zβ · ω = (−1)p+q ω · Zβ + Zβ · ωββ̄ − ωβ̄. (7.13)

Cette dernière relation est en fait une conséquence directe de (7.1) et (7.12).
Si on multiplie à droite par Zβ̄, on somme sur β dans (7.13), et on utilise
(7.12) et (7.6), on trouve

∑

β

Zβ · ω · Zβ̄ = (−1)p+q
∑

β

(ω · Zβ · Zβ̄ + Zβ · Zβ̄ · ωββ̄ + Zβ̄ · ωβ̄)

= (−1)p+q
∑

β

(ω · Zβ · Zβ̄ − ( 1

2
+ Zβ̄ ∧ Zβ) ∧ ωββ̄ + Zβ̄ ∧ ωβ̄)

= (−1)p+q
∑

β

(ω · Zβ · Zβ̄ − 1

2
ωββ̄ + 2Zβ̄ ∧ (Zβ | ω))

= (−1)p+q (ω ·
∑

β

Zβ · Zβ̄ + Λ(ω) + q ω).

La deuxième relation se démontre de la même manière, ou directement par
conjugaison.

†

Lemme 7.3.2 On a la relation

D(ω · Ψ) = (2q −m− 1)ω · Ψ+ + (2p −m− 1)ω · Ψ−.
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Preuve. On utilise le lemme précédent et les formules (7.9), (7.10), et
(7.11) et on obtient

D(ω · Ψ) = ((d+ δ)ω) · Ψ + 2
∑

α

(Zα · ω · ∇ZᾱΨ + Zᾱ · ω · ∇ZαΨ)

= 2
∑

α

(Zα · ω · Zᾱ · Ψ+ + Zᾱ · ω · Zα · Ψ−)

= 2

(
ω ·
(

Ω

2i
− m

2
+ q

)
· Ψ+ + ω ·

(
− Ω

2i
− m

2
+ p

)
· Ψ−

)

= (2q −m− 1)ω · Ψ+ + (2p−m− 1)ω · Ψ−.

†
On peut supposer que la métrique de M est normalisée telle que S =

n (n+ 2), et on sait alors que toute valeur propre λ de l’opérateur de Dirac
satisfait λ2 ≥ (m+1)2 (cf. [35], [27], [49]). D’autre part, le lemme précédent
montre que

D(ω · Ψ+) = (2p−m− 1)ω · Ψ− et D(ω · Ψ−) = (2q −m− 1)ω · Ψ+,

ce qui implique

D2(ω · Ψ+) = (2p −m− 1) (2q −m− 1)ω · Ψ+, (7.14)

D2(ω · Ψ−) = (2p −m− 1) (2q −m− 1)ω · Ψ−. (7.15)

Comme |(2p −m− 1) (2q −m− 1)| < (m+ 1)2, on doit avoir ω · Ψ = 0, ce
qui achève la preuve du théorème.

Q.E.D.

7.4 Conséquences

Lemme 7.4.1 Soit ω une forme parallèle effective de type (p, p). Si p > 0,
alors ω = 0.

Preuve. Soit {Xα, Yα} un repère local adapté en un point x ∈ M . En
utilisant (7.1), (7.10) et le théorème A, on a

0 = ε∇Zα(ω · Ψ+) = εω · Zα · Ψ− = Zα · ω · Ψ− + 2Zα | ω · Ψ−,

0 = ε∇Zᾱ(ω · Ψ−) = εω · Zᾱ · Ψ+ = Zᾱ · ω · Ψ+ + 2Zᾱ | ω · Ψ+,
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(ε = (−1)p+q), donc

0 = Zα | ω · Ψ− = Zᾱ | ω · Ψ+, ∀α. (7.16)

En utilisant (7.16) on trouve :

0 = ∇Zβ̄
(Zα | ω · Ψ−) = Zα | ω · ∇Zβ̄

Ψ− = −εZβ̄ · (Zα | ω) · Ψ+

−2 εZβ̄
| Zα | ω · Ψ+ = −2 εZβ̄

| Zα | ω · Ψ+,

en x, donc partout, car l’expression est tensorielle. En répétant cet argument
p fois, on voit que

(Zα1
| Zβ̄1

| . . . Zαp
| Zβ̄p

| ω) · Ψ+ = 0, ∀α1, . . . , αp, β̄1, . . . , β̄p. (7.17)

Mais (Zα1
| Zβ̄1

| . . . Zαp
| Zβ̄p

| ω) sont des 0-formes (locales), donc (7.17)
implique qu’elles sont identiquement nulles, et par conséquent ω = 0.

†

Théorème 7.4.1 Il n’y a pas de forme parallèle de type (p, p) sur une
variété-limite M , en dehors des multiples constants des puissances exterieures
de la forme de Kähler.

Preuve. Soit ω une forme parallèle de type (p, p). On peut alors écrire
ω = ωp+Ω∧ωp−1 + . . .Ωp∧ω0, avec ωi ∈ Λi,i formes harmoniques effectives
(cf. par example [41]). Soit σ = ω − Ωp ∧ ω0. En appliquant (7.7) p fois on
trouve

Λp ω = (m− 2p)(m− 2p + 2) . . . mω0.

Comme Ω est une forme parallèle, Λkω est parallèle donc ω0 est une constante
(m étant impair, le facteur devant ω0 est non-nul). Il suffit donc de montrer
que σ = 0. En appliquant (7.7) p− 1 fois on trouve

Λp−1 σ = (m− 2p)(m− 2p + 2) . . . (m− 2)ω1,

et comme m est impair, ω1 est parallèle et effective, donc nulle d’après le
lemme 7.4.1. Par récurrence on obtient alors ωi = 0 pour chaque i ≥ 1.

Q.E.D.

En utilisant le fait (cf. [38],[48]) que les variétés-limites sont exactement
les variétés de Kähler-Einstein admettant une structure complexe de contact
en dimension 8 l+ 6, on peut donner la reformulation suivante des théorème
B :
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Théorème 7.4.2 En dehors des multiples constants des puissances exterieures
de la forme de Kähler, il n’y a pas de forme parallèle de type (p, p) sur une
variété M8 l+6 de Kähler-Einstein admettant une structure complexe de con-
tact.

Remerciements. Ces résultats doivent leur existence en grande partie à Jean Pierre

Bourguignon, qui m’a proposé de regarder en détail le problème traité ici. Je lui en

suis très reconnaissant. Je remercie Oussama Hijazi dont la lecture attentive d’une ver-

sion préliminaire de cette note m’a permis d’éviter une erreur de calcul qui faussait

complètement les résultats de la section 4.
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Chapter 8

Structures de Weyl

admettant des spineurs

parallèles

Ce chapitre, qui reprend le texte d’un article à parâıtre dans Bull. S.M.F.,
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peut être lu indépendamment des autres parties de la thèse. Il classifie
les structures de Weyl D sur les variétés spinorielles simplement connexes
admettant des spineurs parallèles par rapport à la connexion induite par D
sur le fibré des spineurs.



134 CHAPTER 8. STRUCTURES DE WEYL...

Résumé. – Etant donné une structure de Weyl D sur une variété spinorielle
(Mn, g), et un spineur non-nul D-parallèle sur M , nous démontrons que D
est fermée si n 6= 4, ou si M est compacte de dimension 4. Nous donnons
des exemples de variétés spinorielles non-compactes de dimension 4 qui ad-
mettent des spineurs parallèles par rapport à des structures de Weyl qui ne
sont pas fermées.

Abstract. – We prove that given a Weyl structure D on a spin manifold
(Mn, g), the existence of a non-zero D-parallel spinor on M implies that D is
closed for n 6= 4. The same statement is true for n = 4 if M is compact. We
give non-compact examples of 4-manifolds admitting parallel spinors with
respect to non-closed Weyl structures.

Classification AMS. – 53A50, 53C07, 53C55.

Mots-clés. – spineurs, structures de Weyl, structures hermitiennes.
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8.1 Introduction

Les variétés spinorielles simplement connexes irréductibles admettant des
spineurs parallèles ont été caractérisées du point de vue de leur groupe
d’holonomie par N. Hitchin dans [29] (Théorème 1.2 et Remarque à la page
54; cf. aussi [58]) : ce sont les variétés à holonomie Spin(7), G2, Sp(n) ou
SU(n).

Soit (Mn, g), n ≥ 3, une variété spinorielle simplement connexe. On
considère ici le problème de l’existence des spineurs parallèles par rapport
à une structure de Weyl quelconque D sur M qui est, évidemment, une
généralisation du problème de l’existence des spineurs parallèles car la con-
nexion de Levi-Civita est un cas particulier de structure de Weyl. Ce
problème est invariant par transformations conformes de la métrique: tout
spineur Ψ sur (M,g), parallèle par rapport à D, induit un spineur Ψ̄ sur
(M, ḡ), parallèle par rapport à D. Si D est exacte, alors D est la connexion
de Levi-Civita d’une métrique ḡ de la classe conforme de g, donc il existe une
solution (Ψ,D) avec D exacte si et seulement si (M,g) est conformément
équivalente à une des variétés décrites ci-dessus.

On va, par conséquent, s’intéresser aux solutions nontriviales du problème,
c.à.d. aux paires (Ψ,D) avec Ψ parallèle par rapport à D et D non-fermée.
Le but de ce papier est de montrer qu’il n’y a pas de solution nontriviale si
n 6= 4 ou si n = 4 et M compacte, et de construire des exemples de solutions
nontriviales sur des variétés noncompactes de dimension 4.

Je remercie pour leur aide les membres du Centre de Mathématiques de
l’Ecole Polytechnique, en particulier, P. Gauduchon pour les discussions que
nous avons eues ensemble et qui ont permis à ce travail de prendre forme, et
V. Apostolov a qui je dois l’exemple de la section 7.

Je remercie également J. P. Bourguignon pour le soutien scientifique et
moral qu’il m’apporte depuis de nombreuses années.

8.2 Structures de Weyl

Une structure de Weyl sur une variété riemannienne (M,g), ou plus généralement
conforme (M, [g]), est une connexion linéaire D, symétrique et préservant la
structure conforme [g]. Une fois la métrique g fixée dans sa classe conforme,
D est uniquement déterminée par un champ de vecteurs θ, identifié par g à
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une 1-forme sur M . La dérivée covariante de D est alors reliée à la dérivée
covariante de la connexion de Levi-Civita de g par la formule

DXY = ∇XY + θ(X)Y + θ(Y )X − θg(X,Y ) , ∀X,Y . (8.1)

Considérons un changement conforme de métrique ḡ = e−2fg, où f est une
fonction strictement positive sur M . La forme θ̄ associée à (D, ḡ) est reliée
à θ par

θ̄ = θ + df . (8.2)

La structure de Weyl s’appelle fermée (resp. exacte) si la forme θ est fermée
(resp. exacte), et la formule précédente montre que ceci ne dépend que de
la classe conforme de g. Toute structure de Weyl exacte est fermée, et la
réciproque est vraie dans le cas où M est simplement connexe.

Pour des détails et d’autres résultats sur les structures de Weyl on pro-
pose comme référence l’excellent papier de P. Gauduchon [18].

8.3 L’action d’une structure de Weyl sur le fibré

des spineurs

On s’intéresse maintenant au cas d’une structure de Weyl D sur une variété
spinorielle (M,g) et on veut calculer la formule de la dérivée covariante
induite parD sur le fibré des spineurs ΣM . Soit s = (X1, · · · ,Xn) une section
locale du fibré des repères orthonormés directes PSO(n)(M) qui induit une

section locale s̃ de la structure spinorielle PSpin(n)(M). Si un spineur Φ

s’écrit localement Φ = [s̃, φ], où φ : U ⊂ M → Σn, alors on a (cf. [42], p.
110)

DXΦ =
1

2

∑

j<k

Xj ·Xk〈DXXj ,Xk〉 · Φ + [s̃,X(φ)]

=
1

2

∑

j<k

Xj ·Xk〈∇XXj + θ(X)Xj + θ(Xj)X − θ〈X,Xj〉,Xk〉 · Φ

+[s̃,X(φ)]

= ∇XΦ − 1

4

∑

j,k

Xj ·Xk〈θ(X)Xj + θ(Xj)X − θ〈X,Xj〉,Xk〉 · Φ

+
1

4

∑

j=k

Xj ·Xk〈θ(X)Xj + θ(Xj)X − θ〈X,Xj〉,Xk〉 · Φ
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= ∇XΦ − 1

4
(−nθ(X) + θ ·X −X · θ)Φ

−1

4
(nθ(X) + 〈θ,X〉 − 〈θ,X〉)Φ

= ∇XΦ − 1

2
X · θ · Φ − 1

2
〈X, θ〉Φ .

Un spineur Φ s’appelle D-parallèle si DXΦ = 0, ∀X, donc, par ce qui
précède, si

∇XΦ − 1

2
X · θ · Φ − 1

2
〈X, θ〉Φ = 0, ∀X . (8.3)

Cette notion ne dépend que de la classe conforme de la métrique, dans le
sens suivant: pour tout changement conforme de métrique ḡ = e−2fg on
a une structure spinorielle sur (M, ḡ) canoniquement isomorphe à la struc-
ture spinorielle sur (M,g), et soit Ψ̄ le spineur qui correspond à Ψ par cet
isomorphisme. On a alors les relations (cf. [2], [26]):

X̄ · Ψ̄ = X · Ψ , (8.4)

∇̄XΨ̄ = ∇XΨ +
1

2
X · ∇f · Ψ +

1

2
g(X,∇f)Ψ̄ , (8.5)

où le gradient ∇f correspond à la métrique g. Par conséquent (8.2), (8.3)
et (8.5) montrent que Ψ est D-parallèle sur (M,g) si et seulement si Ψ̄ est
D-parallèle sur (M, ḡ).

8.4 Le cas n 6= 4

Théorème 8.4.1 Soit D une structure de Weyl sur une variété spinorielle
(Mn, g), n ≥ 3, n 6= 4, et supposons que sur M il existe un spineur D-
parallèle nonnul. Alors D est fermée, donc en particulier, si M est simple-
ment connexe, il existe un changement conforme de métrique ḡ = e−2fg tel
que (M, ḡ) admet des spineurs parallèles.

Preuve. Considérons un spineur Ψ sur M qui satisfait (8.3). On contin-
uera dans la suite à identifier le vecteur θ et la 1-forme qui lui correspond
par l’isomorphisme musical induit par g. Considérons un point x ∈ M fixé
et X, Y deux vecteurs parallèles en x et {ei} un repère orthonormé parallèle
en x également. Pour alléger les calculs on note θ = 2ξ, et Ψ satisfait alors

∇ZΨ = Z · ξ · Ψ + 〈Z, ξ〉Ψ, ∀Z . (8.6)
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En prenant le produit scalaire avec Ψ on trouve ∇Z〈Ψ,Ψ〉 = 0, donc 〈Ψ,Ψ〉
est une constante strictement positive. Pour Z = ξ dans (8.6), on obtient

∇ξΨ = 0 (8.7)

et ensuite, si on pose Z = ei, on multiplie par ei et on somme sur i dans
(8.6), on trouve

PΨ = (1 − n) ξ · Ψ , (8.8)

P 2Ψ = (1 − n)(dξ + δξ) · Ψ + (n− 1)2‖ξ‖2Ψ , (8.9)

où P est l’opérateur de Dirac. D’autre part (la sommation sur l’indice i
étant sous-entendue)

−∇∗∇Ψ = ∇ei
∇ei

Ψ = ∇ei
(ei · ξ · Ψ + 〈ei, ξ〉Ψ)

= (dξ + δξ) · Ψ + ei · ξ · ei · ξ · Ψ − ‖ξ‖2Ψ − δξΨ

= dξ · Ψ + (1 − n)‖ξ‖2Ψ .

En utilisant la formule de Lichnerowicz et (8.9) on obtient

(n− 2) dξ · Ψ = (−(1 − n)δξ − (n− 1)(n − 2)‖ξ‖2 +
R

4
) · Ψ (8.10)

Si on fait le produit scalaire avec Ψ, le membre gauche sera imaginaire pur
(car dξ est une 2-forme), et le membre droit sera, évidemment, réel. En
particulier

(−(1 − n)δξ − (n− 1)(n − 2)‖ξ‖2 +
R

4
) 〈Ψ,Ψ〉 = 0 , (8.11)

donc

−(1 − n)δξ − (n− 1)(n − 2)‖ξ‖2 +
R

4
= 0 , (8.12)

car 〈Ψ,Ψ〉 est une constante non-nulle. De (8.10) et (8.12) on obtient

dξ · Ψ = 0 . (8.13)

En posant Z = X et en dérivant (8.6) par rapport à Y on trouve

∇Y∇XΨ = X · ∇Y ξ · Ψ +X · ξ · Y · ξ · Ψ + 〈X,∇Y ξ〉Ψ

+〈X, ξ〉Y · ξ · Ψ +X · ξ〈Y, ξ〉Ψ + 〈X, ξ〉〈Y, ξ〉Ψ ,
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donc

RY,XΨ = X · ∇Y ξ · Ψ − Y · ∇Xξ · Ψ + (X · ξ · Y · ξ − Y · ξ ·X · ξ) · Ψ
+〈X,∇Y ξ〉Ψ − 〈Y,∇Xξ〉Ψ .

Cette relation, la formule (cf. [42])

Ric(X) · Ψ = 2 ei · Rei,XΨ (8.14)

et (8.13), donnent

1

2
Ric(X) · Ψ = ei · (X · ∇ei

ξ · Ψ − ei · ∇Xξ · Ψ + (X · ξ · ei · ξ
−ei · ξ ·X · ξ) · Ψ + 〈X,∇ei

ξ〉Ψ − 〈ei,∇Xξ〉)Ψ

= (−X · (dξ + δξ) − 2∇Xξ + n∇Xξ + nX‖ξ‖2 − 2ξ ·X · ξ
−2X‖ξ‖2 + nξ ·X · ξ + ei〈X,∇ei

ξ〉 − ∇Xξ) · Ψ
= (−Xδξ + (n− 3)∇Xξ + 2(n − 2)X‖ξ‖2

−2(n− 2)〈X, ξ〉ξ + ei〈X,∇ei
ξ〉) · Ψ ,

donc, Ψ étant nonnul,

1

2
Ric(X) = −Xδξ + (n − 3)∇Xξ + 2(n − 2)X‖ξ‖2

−2(n − 2)〈X, ξ〉ξ + ei〈X,∇ei
ξ〉 ,

soit

1

2
Ric(X,Y ) = −δξ〈X,Y 〉 + (n− 3)〈∇Xξ, Y 〉 + 2(n− 2)〈X,Y 〉‖ξ‖2

−2(n − 2)〈X, ξ〉〈ξ, Y 〉 + 〈∇Y ξ,X〉 .

Le tenseur de Ricci étant symétrique, on trouve (pour n 6= 4)

〈∇Xξ, Y 〉 = 〈∇Y ξ,X〉 , (8.15)

ou, de manière équivalente, dξ = 0. La dernière affirmation du théorème
résulte des considérations de la section 3.

QED



140 CHAPTER 8. STRUCTURES DE WEYL...

8.5 Le cas n = 4

On se tourne maintenant vers le cas où la dimension de M est égale à 4.
Le fibré des spineurs se décompose sous l’action de la forme volume vol en
ΣM = Σ+M ⊕ Σ−M , où

Σ±M = {Ψ | vol · Ψ = ∓Ψ} . (8.16)

Cette décomposition est préservée par la dérivée covariante car vol est par-
allèle. On notera désormais par Ψ± les projections orthogonales de Ψ sur
Σ±M . Grâce à (8.16) on voit que changer l’orientation de M revient à in-
terchanger Σ+M et Σ−M . Si un spineur Ψ vérifie l’équation (8.6), alors
ses composantes Ψ± la vérifient aussi, donc quitte à changer éventuellement
l’orientation de M , on peut supposer Ψ ∈ Σ+M .

D’autre part, en dimension 4, l’opérateur de Hodge ∗ agit involutivement
sur Λ2M et définit par conséquent une décomposition orthogonale Λ2M =
Λ+M ⊕ Λ−M , où Λ+M (Λ−M) est l’espace propre de ∗ correspondant à la
valeur propre 1 (resp. −1). Par rapport à cette décomposition, toute forme
ω ∈ Λ2M s’écrit ω = ω+ + ω−. Les éléments de Λ+M (Λ−M) s’appellent
des formes autoduales (resp. anti-autoduales).

Lemme 8.5.1 1. Si ω ∈ Λ− est une 2-forme anti-autoduale fixée, la re-
striction à Σ+M de la multiplication de Clifford par ω est l’endomorphisme
nul.

2. Pour chaque spineur fixé Ψ ∈ Σ+M , l’homomorphisme u : Λ+M →
Σ+M défini par ω 7→ ω · Ψ est injectif.

Preuve. 1. Le produit de Clifford par une 2-forme est un endomorphisme
anti-hermitien de Σ+M . Si la 2-forme ω est, en plus, anti-autoduale, on a

ω · ω · Ψ = ω ∧ ω · Ψ − 〈ω, ω〉Ψ = −ω ∧ ∗ω · Ψ − 〈ω, ω〉Ψ
= −〈ω, ω〉vol · Ψ − 〈ω, ω〉Ψ = 0, ∀Ψ ∈ Σ+M .

Il reste a remarquer qu’un endomorphisme anti-hermitien de carré nul est
lui-même nul.

2. Si ω ∈ ker(u), alors

0 = ω · ω · Ψ = ω ∧ ω · Ψ − 〈ω, ω〉Ψ = ω ∧ ∗ω · Ψ − 〈ω, ω〉Ψ
= 〈ω, ω〉vol · Ψ − 〈ω, ω〉Ψ = −2〈ω, ω〉Ψ ,
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donc ω = 0.
QED

L’équation (8.13) et le lemme 8.5.1 impliquent

(dξ)+ = 0 . (8.17)

Supposons que M est compacte. De (8.17) on déduit dξ = − ∗ dξ, donc
δdξ = ∗d ∗ dξ = − ∗ d2ξ = 0. En faisant le produit L2 avec ξ dans cette
égalité on obtient

0 = (δdξ, ξ)L2 = ‖dξ‖2
L2 , (8.18)

ce qui montre que dξ = 0. On a donc prouvé le

Théorème 8.5.1 Soit D une structure de Weyl sur une variété spinorielle
compacte (M4, g) et supposons que sur M il existe un spineur D-parallèle
nonnul. Alors D est fermée, donc en particulier, si M est simplement con-
nexe, il existe un changement conforme de métrique ḡ = e−2fg tel que (M, ḡ)
admet des spineurs parallèles.

Remarque. On verra dans un instant que le théorème 8.5.1 admet une
version beaucoup plus précise (Cor. 8.6.1).

8.6 Spineurs et structures complexes en dimension

4

Le but de cette section est de montrer que l’existence d’une structure de
Weyl possédant des spineurs parallèles est équivalente à l’existence d’une
structure hyperhermitienne sur M .

Soit J une structure presque complexe compatible avec la métrique d’une
variété riemannienne de dimension 4 et Ω sa forme de Kähler : Ω(X,Y ) =
〈X,JY 〉. La forme de Lee de J , que l’on note ρ, est définie par la formule

dΩ = ρ ∧ Ω , (8.19)

ou, de manière équivalente, ρ = JδΩ. Evidemment, J définit une structure
kählérienne si et seulement si J est intégrable et ρ = 0.
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Lemme 8.6.1 La structure presque complexe J est intégrable si et seule-
ment si

∇XΩ = ρ ∧ JX −X ∧ Jρ . (8.20)

Preuve. Si (8.20) est vérifiée, on obtient facilement

2(∇XJ)Y = ρ〈JX, Y 〉 − JX〈ρ, Y 〉 −X〈Jρ, Y 〉 + Jρ〈X,Y 〉 , (8.21)

ce qui permet de voir par calcul direct que le tenseur de Nijenhuis s’annule.
Réciproquement, si N = 0, la formule de [40], p.148 donne

2(∇XΩ)(Y,Z) = 3(ρ ∧ Ω)(X,Y,Z) − 3(ρ ∧ Ω)(X,JY, JZ)

= 〈ρ,X〉〈Y, JZ〉 + 〈ρ, Y 〉〈Z, JX〉 + 〈ρ, Z〉〈X,JY 〉
−〈ρ,X〉〈Y, JZ〉 − 〈ρ, JY 〉〈Z,X〉 + 〈ρ, JZ〉〈X,Y 〉

= 2(ρ ∧ JX −X ∧ Jρ)(Y,Z) .

QED

Lemme 8.6.2 Soit M une variété spinorielle de dimension 4, D une struc-
ture de Weyl et Ψ ∈ Σ+M un spineur positif sur M . Si Ψ ne s’annule
pas sur M , alors il définit une structure presque complexe J sur M . Si, en
plus, Ψ est D-parallèle, J est intégrable et D-parallèle et sa forme de Lee ρ
satisfait ρ = −4ξ = −2θ.

Preuve. La dimension complexe de Σ+M étant égale à 2, le morphisme
injectif TM → Σ−M , X 7→ X ·Ψ, est en fait un isomorphisme. La structure
presque complexe J est alors définie par l’équation

JX · Ψ = iX · Ψ , ∀X ∈ TM , (8.22)

et on laisse au lecteur le soin de montrer que J ainsi défini est une structure
presque complexe compatible avec la métrique.

De (8.22) et (8.6) on déduit par dérivation

−∇Y (JX) · Ψ = JX · ∇Y Ψ − i∇YX · Ψ − iX · ∇YΨ

= (JX − iX) · ∇YΨ

= (JX − iX) · (Y · ξ · Ψ + 〈Y, ξ〉Ψ)

= −Y · (JX − iX) · ξ · Ψ − 2〈JX − iX, Y 〉ξ · Ψ
= 2〈JX − iX, ξ〉Y · Ψ − 2〈JX − iX, Y 〉ξ · Ψ
= 2(〈JX, ξ〉Y − 〈X, ξ〉JY − 〈JX, Y 〉ξ + 〈X,Y 〉Jξ) · Ψ ,
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donc

∇Y (JX) = −2(〈JX, ξ〉Y − 〈X, ξ〉JY − 〈JX, Y 〉ξ + 〈X,Y 〉Jξ) , (8.23)

et un calcul direct montre, comme dans la preuve du lemme précédent, que
J est intégrable. La réciproque de ce lemme nous assure alors que la forme
de Lee de J est ρ = −4ξ. Finalement, à partir de la définition de D il est
facile de voir que J est D-parallèle si et seulement si J satisfait (8.21).

QED

On rappelle qu’en dimension 4, le fibré Σ+M possède une structure
quaternionienne parallèle, c.à.d. un automorphisme C-anti-linéaire j qui
satisfait j2 = −1 et commute avec le produit de Clifford. On voit alors
que si Ψ est D-parallèle, jΨ est lui aussi D-parallèle. Soient J1 et J2 les
structures hermitiennes induites par Ψ et Ψ + jΨ (lemme 8.6.2). On a alors

J2J1X · (Ψ + jΨ) = iJ1X · (Ψ + jΨ) = −X · Ψ + ijiX · Ψ
= X · (−Ψ + jΨ) ,

et

J1J2X · (Ψ + jΨ) = iJ2X · Ψ − iJ2X · jΨ = iJ2X · (Ψ − jΨ)

= −ijJ2X · (Ψ + jΨ) = −ijiX · (Ψ + jΨ)

= X · (Ψ − jΨ) = −J2J1X · (Ψ + jΨ) ,

ce qui montre que J2J1 = −J1J2. Le triple {J1, J2, J3 = J1J2} représente
alors une structure hyperhermitienne sur M . Réciproquement, la donnée
d’une telle structure sur M implique d’abord que les trois structures com-
plexes ont la même forme de Lee (cf. [6]), donc qu’elles sont D-parallèles,
D étant la structure de Weyl définie par −2θ = ρ. Le fibré Λ+M est
donc plat par rapport à D, et il en va de même pour le fibré Σ+M , car
L+M = S2(Σ+M). On a donc prouvé le

Théorème 8.6.1 Soit (M4, g) une variété spinorielle compacte avec une
structure de Weyl D. Alors M admet un spineur D-parallèle si et seulement
si M admet une structure hyperhermitienne {J1, J2, J3}, et D est la struc-
ture de Weyl qui correspond à la forme de Lee (commune) des structures
complexes Ji.
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Corollaire 8.6.1 (cf. [6]) Soit (M4, g) une variété spinorielle compacte
avec une structure de Weyl D et supposons que sur M il existe un spineur D-
parallèle nonnul. Alors M est conformément équivalente à une des variétés
suivantes:

- un tore plat;

- une surface K3;

- une surface de Hopf quaternionienne avec sa métrique standard locale-
ment conformément plate.

8.7 Exemples noncompacts en dimension 4

On a vu que les seuls exemples qu’on pourrait espérer de solutions nontriv-
iales de notre problème devraient être construits sur des variétés noncom-
pactes de dimension 4. Dans cette section on va présenter un tel exemple,
dû essentiellement à D. Joyce (cf. [32]) et porté à notre connaissance par V.
Apostolov.

Soit u : U ⊂ C2 → C une fonction qui ne s’annule pas sur l’ouvert U , et
considérons la métrique riemannienne

gu = dz1 dz̄1 + |u|2dz2 dz̄2.

Les relations

J1 + iJ2 = u dz1 dz̄2 + ū dz̄1 dz2 , J3 =
1√
2

(dz1 dz̄1 − |u|2dz2 dz̄2),

définissent 3 structures presque hermitiennes J1, J2, J3 sur (Ū , gu), où Ū
signifie U avec l’orientation opposée.

On peut vérifier que les formes de Lee de J1 et J2 sont toutes les deux
égales à

τ =
1

ū

∂ū

∂z1
dz1 +

1

u

∂u

∂z̄1
dz̄1 +

1

u

∂u

∂z2
dz2 +

1

ū

∂ū

∂z2
dz2,

et la forme de Lee de J3 est donnée par

θ = 2
∂

∂z2
ln |u| dz2 + 2

∂

∂z̄2
ln |u| dz̄2.
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De plus, J1, J2, J3 sont intégrables si et seulement si τ = θ c.à.d. si et
seulement si u est holomorphe.

Par conséquent, si u est holomorphe, {J1, J2, J3} définissent une struc-
ture hyperhermitienne sur (Ū , gu). Il suffit alors de remarquer que la struc-
ture de Weyl définie par {J1, J2, J3} est fermée si et seulement si dθ = 0 ce
qui est équivalent à ∂u/∂z1 = 0, pour voir que (Ū , gu) est une variété admet-
tant des spineurs parallèles par rapport à une structure de Weyl non-fermée
quelle que soit la fonction holomorphe u sans zéros sur U et satisfaisant
∂u/∂z1 = 0.
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Chapter 9

On Kirchberg’s inequality for

compact Kähler manifolds of

even complex dimension

Ce chapitre, qui peut être lu indépendamment des autres parties de la thèse,
contient des résultats nouveaux concernant les variétés kählériennes de di-
mension complexe paire satisfaisant le cas d’égalité dans l’inégalité de Kirch-
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berg sur la première valeur propre de l’opérateur de Dirac.
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Résumé. – En 1986 K.-D. Kirchberg a montré que toute valeur propre
de l’opérateur de Dirac sur une variété kählérienne compacte (M2m, g) de
dimension complexe paire satisfait l’inégalité λ2 ≥ m

4 (m−1) infM S, où S est
la courbure scalaire. Il est conjecturé que les variétés pour lesquelles le cas
d’égalité est atteint sont des produits T 2 ×N , où T 2 est un tore plat et N
est l’espace de twisteurs d’une variété quaternionienne Kähler à courbure
scalaire positive. Ce résultat a été annoncé en 1990 par A. Lichnerowicz
(cf. [46]), mais il semble que sa démonstration ne marche que si le tenseur
de Ricci est parallèle. Dans ce chapitre on obtient plusieurs résultats sur
les variétés-limites de l’inégalité de Kirchberg, et on démontre la conjecture
ci-dessus dans certains cas particuliers.

Abstract. – In 1986 K.-D. Kirchberg showed that each eigenvalue of the
Dirac operator on a compact Kähler manifold (M2m, g) of even complex
dimension satisfies the inequality λ2 ≥ m

4 (m−1) infM S, where by S we denote
the scalar curvature. It is conjectured that the manifolds for the limiting
case of this inequality are products T 2 × N , where T 2 is a flat torus and
N is the twistor space of a quaternionic Kähler manifold of positive scalar
curvature. In 1990 A. Lichnerowicz announced an affirmative answer for this
conjecture (cf. [46]), but his proof seems to work only when assuming that
the Ricci tensor is parallel. The aim of this chapter is to prove several results
about manifolds satisfying the limiting case of Kirchberg’s inequality and to
prove the above conjecture in some particular cases.

Classification AMS. – 53A50.

Mots-clés. – opérateur de Dirac, inégalité de Kirchberg.
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9.1 Introduction

The first inequality on the eigenvalues of the Dirac operator on a compact
spin manifold (M,g) was obtained in 1980 by T. Friedrich ([14]), who showed
that

λ2 ≥ n

4 (n− 1)
inf
M
S, (9.1)

where S is the scalar curvature of M . Of course, this inequality is interest-
ing only for manifolds with positive scalar curvature. In order to obtain it,
Friedrich considered a modified connection and used the Lichnerowicz for-
mula ([44]). The eigenspinors corresponding to eigenvalues in the limiting
case of the inequality (9.1) are just the Killing spinors of M . The manifolds
carrying Killing spinors were classified by C. Bär in [1].

In 1984, O. Hijazi ([25], [26]) showed that a Kähler manifold doesn’t
admit Killing spinors, i.e. the inequality (9.1) is always strict for Kähler
manifolds. In the Kählerian case Friedrich’s inequality was improved by
K.-D. Kirchberg (cf. [35]) who showed that each eigenvalue λ of the Dirac
operator on a compact spin Kähler manifold (M2m, g) satisfies

λ2 ≥ m+ 1

4m
inf
M
S, if m is odd, (9.2)

and
λ2 ≥ m

4 (m− 1)
inf
M
S, if m is even, (9.3)

Kähler manifolds satisfying the limiting case in these inequalities are called
limiting manifolds. In the odd case, limiting manifolds admit Kählerian
Killing spinors ([27]) and they were classified by the author (cf. [49]) in
1994.

On the other hand, limiting manifolds of even complex dimension admit
spinors satisfying a more complicated equation (cf. [37], [19]) and moreover
the product T 2×N of a flat torus and an odd-dimensional limiting manifold
is an even-dimensional limiting manifold. It is conjectured that each even-
dimensional limiting manifold can be constructed in this way.

In 1990 A. Lichnerowicz announced a solution of this conjecture (cf. [46])
but when taking a derivative at the fourth line from the bottom of page 720,
he chooses an orthonormal frame adapted with respect to the eigenvalues of
the Ricci tensor and parallel in a point, so it seems that his proof only works
when assuming that the Ricci tensor is parallel. The aim of this paper is to
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deduce several results about even-dimensional limiting manifolds, the most
important being the following

Theorem. The Ricci tensor of a limiting manifold has two eigenvalues,
0 and S/(n− 2), with multiplicities 2 and n− 2 respectively.

The author is very indebted to P. Gauduchon for his competent advises
and his important contribution to the preparation of this work.

9.2 Previous results

We use the following terminology, taken from [19]. Let (M2m, g, J) be an
even-dimensional compact spin Kähler manifold (m = 2 l) and ΣM the
spinor bundle of M . On ΣM there is an action of the exterior forms on
M , given by

ω · Ψ =
∑

i1<···<ik
ω(ei1 , · · · , eik)ei1 · ... · eik · Ψ .

With respect to this action, the Kähler form ofM , Ω, defines a decomposition

ΣM = ⊕m
q=0Σ

qM,

where ΣqM is the eigenbundle of rank Cqm associated to the eigenvalue i µq =
i (m − 2 q) of Ω. Via this decomposition, every spinor Ψ can be uniquely
written in the form

Ψ =
m∑

q=0

Ψq.

For q ∈ {0, ...,m} denote by cq the restriction of the Clifford contraction
c to T ∗M ⊗ ΣqM . We then have

cq = cq+ + cq−, (9.4)

where cq+ and cq−, who take their values in Σq+1M , and Σq−1M respectively,
are given by

cq+(α⊕ ψ) =
1

2
(α− iJα) · ψ, (9.5)

cq−(α⊕ ψ) =
1

2
(α+ iJα) · ψ, (9.6)

∀α ∈ T ∗
xM, ∀ψ ∈ Σq

xM, ∀x ∈M.
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One can introduce a natural decomposition of the Dirac operator re-
stricted to sections of ΣqM into

D = D+ +D−, (9.7)

where D+ and D− are defined by

D+ = cq+ ◦ ∇ , D− = cq− ◦ ∇. (9.8)

Gauduchon introduce then the Kählerian Penrose operator given by

QqXΨ = ∇XΨ+
1

4(q + 1)
(X + iJX) ·D+Ψ+

1

4(m− q + 1)
(X − iJX) ·D−Ψ.

Using this operator and a simple algebraic lemma, he easily obtain Kirch-
berg’s inequalities and the necessary conditions for the equality case to occur.
Namely, we have the following

Theorem 9.2.1 (cf. [19], [27], [35], [46]) Let (M,g) be a compact spin
Kähler manifold of (real) dimension n = 2m = 4 l. Then every eigenvalue λ
of the Dirac operator of M satisfies the inequality (9.3). The equality holds
iff there exists a spinor Ψ ∈ Σl+1M satisfying

∇XΨ = − 1

n
(X − iJX) ·DΨ (9.9)

and
D2Ψ = D+DΨ = λ2Ψ (9.10)

One then easily obtain

Ω · Ψ = 2iΨ , Ω ·DΨ = 0 (9.11)

From now on, we will always suppose n > 4. The case n = 4 was completely
solved by T. Friedrich in [15].

Straightforward computations, that we will not reproduce here yield the
following

Lemma 9.2.1 For n > 4 and M as above, the following formulas hold

∇XDΨ = −1

4
(Ric(X) + iJRic(X)) · Ψ (9.12)
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K(X − iJX) · Ψ = (Ric(X) − iJRic(X)) · Ψ (9.13)

K(X − iJX) ·DΨ = (Ric(X) − iJRic(X)) ·DΨ (9.14)

ρ · Ψ = iKΨ , ρ ·DΨ = −iKDΨ (9.15)

∇Xρ · Ψ = 0 , ∇Xρ ·DΨ = −i(Ric2(X) −KRic(X)) · Ψ, (9.16)

where ρ is the Ricci form, Ric is the Ricci tensor and K = S
n−2 .

As standard references for these formulas see [19], [37]. One should note
however a slight difference between the notations of [37] and ours, due to the
fact that our Ψ is just Kirchberg’s jψl−1, j being the canonical C-anti-linear
quaternionic (resp. real) structure of the spinor bundle. This is why all the
complex vectors appearing in [37] have to be conjugated in our notations.

9.3 The eigenvalues of the Ricci tensor of a limit-

ing manifold

Let us define the 2-forms

ρs =
1

2

n∑

i=1

ei ∧ JRics(ei) =
1

2

n∑

i=1

ei · JRics(ei), (9.17)

and consider the following six propositions:

(as) : trace(Rics) = (n − 2)Ks;
(bs) : ρs · Ψ = iKsΨ;
(cs) : ρs ·DΨ = −iKsDΨ;
(ds) : ∇Xρs · Ψ = 0;
(es) : ∇Xρs ·DΨ = −i(Rics+1(X) −KsRic(X)) · Ψ;
(fs) : δρs = 0.

By the above formulas, all these propositions are true for s = 1. We will
now prove that they are actually true for all s:

Theorem 9.3.1 The following implications hold :

1. (as) =⇒ (bs) , (cs);

2. (bs) and (cs) =⇒ (ds) et (es);

3. (as) and (fs−1) =⇒ (fs);

4. (ds) , (es) , (fs) =⇒ (as+1).
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Proof. Let x ∈M and consider an orthonormal basis {Xi,Xa}, adapted
with respect to the Ricci tensor in the sense that Ric(Xi) = KXi, i ∈
{1, . . . , n− r} and Ric(Xa) = µaXa, a ∈ {1, . . . , r}, with µa 6= K.

1. Suppose (as) is true. We then have

r∑

a=1

(µsa −Ks) = trace(Rics) − nKs = −2Ks, (9.18)

so

(ρs −KsΩ) · Ψ =
1

2

r∑

a=1

(µsa −Ks)Xa · J(Xa) · Ψ

=
1

2

r∑

a=1

(µsa −Ks)Xa · (−i)Xa · Ψ

=
i

2

r∑

a=1

(µsa −Ks)Ψ = −iKs.

We then use (9.11).

2. The relation

ρs ·X = X · ρs + 2JRics(X), (9.19)

gives

∇Xρ · Ψ = ∇X(ρs · Ψ) − ρs · ∇XΨ = iKs∇XΨ +
1

n
(X − iJX) ·DΨ

=
−i
n
Ks(X − iJX) ·DΨ +

1

n
(X − iJX) · ρs ·DΨ

+
2i

n
(Rics(X) − iJRics(X)) ·DΨ

=
−2i

n
Ks(X − iJX) ·DΨ +

2i

n
(Rics(X) − iJRics(X)) ·DΨ

= 0.

and similarly,

∇Xρ ·DΨ = ∇X(ρs ·DΨ) − ρs · ∇XDΨ

= −iKs∇XDΨ +
1

4
ρs · (Ric(X) + iJRic(X)) · Ψ

=
i

4
Ks(Ric(X) + iJRic(X)) · Ψ
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+
1

4
(Ric(X) + iJRic(X)) · ρs · Ψ − i

2
(Rics+1(X)

+iJRics+1(X)) · Ψ

= − i

2
(Rics+1(X) −KsRic(X)

+iJRics+1(X) − iJKsRic(X)) · Ψ
= −i(Rics+1(X) −KsRic(X)) · Ψ,

where the last equality is justified by a repeated use of (9.13).

3. Let us first explicit in terms of the Ricci tensor the equality δρs = 0.
If X is a vector field parallel in x and {ei} a local orthonormal frame parallel
in x, we have

δρs(X) = −∇ei
ρs(ei,X) = −∇ei

〈JRics(ei),X〉 = 〈∇ei
Rics(ei), JX〉,

(9.20)
so

δρs = 0 ⇐⇒ ∇ei
Rics(ei) = 0. (9.21)

From (as) we obtain

(∇XRic)(ei,Rics−1ei) = trace(∇XRic ◦ Rics−1) =
1

s
∇X(trace(Rics)) = 0,

(9.22)
which gives

0 = dρ(Jei,Rics−1ei,X) = (∇Jei
ρ)(Rics−1ei,X)

+(∇Rics−1ei
ρ)(X,Jei) + (∇Xρ)(Jei,Rics−1ei)

= (∇Jei
Ric)(JRics−1ei,X) + (∇Rics−1ei

Ric)(JX, Jei)

−(∇XRic)(ei,Rics−1ei)

= 2(∇ei
Ric)(Rics−1ei,X)

= 2〈∇ei
Rics(ei),X〉 − 2Ric(∇ei

Rics−1(ei),X),

thus proving that (as) and (fs−1) imply (fs).

4. In (es) we put X = ei, make the Clifford product with ei and sum
over i, to obtain

(dρs + δρs) ·DΨ = i(trace(Rics+1 −Kstrace(Ric))Ψ. (9.23)

Taking the scalar product with Ψ in this formula and using (ds) et (es) gives

(∗) i(trace(Rics+1 − (n− 2)Ks+1)〈Ψ,Ψ〉 = 〈(dρs) ·DΨ,Ψ〉
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= 〈DΨ, dρs) · Ψ〉 = 〈DΨ,Dρs) · Ψ〉 = 0,

and as the support of Ψ is dense in M , we obtain (as+1).
QED

The reader can easily convince himself that the direct recurrence (as) =⇒
(as+1) doesn’t work: one has to use the intermediary formulas (bs) − (fs).

The formulas (as) show that the sum of the sth powers of the eigenvalues
of Ric equals (n − 2)Ks for all s, so by Newton’s relations we deduce the
following result

Theorem 9.3.2 The Ricci tensor of a limiting manifold has two eigenval-
ues, K and 0, the first one with multiplicity n − 2 and the second one with
multiplicity 2.

9.4 Further results

Let us denote by E and F the two orthogonal and J-invariant distributions
of M corresponding to these two eigenvalues of the Ricci tensor.

Consider the subspaces H and G of TM given by

H = {X ∈ TM | (X − iJX) · Ψ = (X − iJX) ·DΨ = 0},

G = {X ∈ TM | ∃α ∈ C, (X − iJX) · Ψ = 0, (X − iJX) ·DΨ = αΨ}.

These subspaces are certainly no sub-bundles of TM since the dimension of
the fibers Hx and Gx need not to be constant. Nevertheless we have

Lemma 9.4.1 Denote by π the projection TM →M . It exists a dense open
submanifold M̄ of M such that the projections

π−1(M̄) ∩H → M̄

and

π−1(M̄ ) ∩G→ M̄

define two vector bundles.
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Proof. Obviously Hx and Gx are complex vector subspaces of TxM for
each x. If we fix local complex coordinates {z1, . . . , zm} on a neighborhood
U of x and a local basis Ψα of holomorphic sections of ΣU , then H is given
by a system of the form

∑

i

fi,α
∂

∂zi
= 0,

∑

i

gi,α
∂

∂zi
= 0,

where fi,α and gi,α are linear combinations of the components of Ψ and DΨ
with respect to the basis Ψα. The dimension of Hx is given by the rank of
this system, which is constant on a dense open subset of U . As for G we
have two cases: either the equation (X − iJX) · DΨ = Ψ has generically
no solution, and G = H on a dense open subset of U , or this equation has
locally some solution σ and one easily obtains that locally G = Cσ ⊕H.

It then suffices to take a finite atlas of M and to apply the previous
argument in each of the coordinate neighborhoods, using the fact that, Ψ and
DΨ being holomorphic (resp. anti-holomorphic), all the functions occurring
here are analytic.

QED

The relations (9.13) and (9.14) show that F ⊂ H. Denote by H̄ =
π−1(M̄ ) ∩ H and Ḡ = π−1(M̄ ) ∩ G the fiber bundles over M̄ given by
Lemma 9.4.1. We also denote by Ē and F̄ the restrictions of E and F to M̄ .

Lemma 9.4.2 The distribution G is totally geodesic.

Proof. Let X be a section of G and Y an element of G which satisfy, by
definition

(X − iJX) · Ψ = (Y − iJY ) · Ψ = 0, (9.24)

(X − iJX) ·DΨ = αΨ et (Y − iJY ) ·DΨ = βΨ, (9.25)

for a local function α and a constant β. By derivation with respect to Y we
obtain

0 = ∇Y (X − iJX) · Ψ + (X − iJX) · ∇YΨ

= ∇Y (X − iJX) · Ψ − 1

n
(X − iJX) · (Y − iJY ) ·DΨ

= ∇Y (X − iJX) · Ψ − 1

n
(X − iJX) · βΨ

= (∇YX − iJ∇YX) · Ψ
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and

(∇YX − iJ∇YX) ·DΨ = ∇Y ((X − iJX) ·DΨ) − (X − iJX) · ∇YDΨ

= ∇Y (αΨ) +
1

4
(X − iJX) ·

(Ric(Y ) + iJRic(Y )) · Ψ
= Y (α)Ψ + α∇Y Ψ

−1

2
〈X − iJX,Ric(Y ) + iJRic(Y )〉Ψ

= (Y (α) − 1

n
αβ − Ric(X,Y ) − iRic(X,JY ))Ψ,

showing that ∇YX ∈ G.
QED

Let N̄ be an integral manifold of the distribution Ḡ. The compacity
of M and the fact that Ḡ is totally geodesic allows us to ”complete” N̄
in the following sense : there exists an unique complete, totally geodesic
submanifold N of M , containing N̄ as an open submanifold.

Let ξ denote the projection on N of the vector field η defined by η =
−n

2d|Ψ|2. Obviously Jξ is a Killing vector field of N , since Jη is a Killing
vector field of M (straightforward calculation, using (9.9) and (9.12)), and
N is totally geodesic. In an orthonormal frame {eα} of N , ξ is given by

ξ + iJξ = eα〈(eα − iJeα) ·DΨ,Ψ〉, (9.26)

or equivalently

〈(Y − iJY ) ·DΨ,Ψ〉 = 〈Y, ξ + iJξ〉 ∀Y ∈ TN. (9.27)

Taking Y = ξ in (9.27) gives

〈(ξ − iJξ) ·DΨ,Ψ〉 = |ξ|2. (9.28)

On the other hand, as ξ ∈ G, (9.28) implies

(ξ − iJξ) ·DΨ =
|ξ|2
|Ψ|2 Ψ, (9.29)

and by an easy computation we obtain

∇ξξ = ξ(K|Ψ|2 − 1

n

|ξ|2
|Ψ|2 ). (9.30)
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Consider now the distribution spanned by ξ and Jξ, defined at the points
where ξ doesn’t vanish. The relation (9.30) shows that this distribution is
totally geodesic and shows, after some easy calculation, that the sectional
curvature of the integral manifolds of this distribution equals 4K

n
. Con-

sequently, each integral manifold is an open submanifold of a 2-sphere of
constant curvature.

Theorem 9.4.1 Suppose that one of the following holds:
1◦ H = F (generically);
2◦ H = G (generically);
3◦ ξ = 0;
4◦ The distributions E and F are holomorphic;
5◦ The restriction of the sectional curvature to F vanishes.

Then the Ricci tensor of M is parallel.

Proof. We first show that 3◦ implies 2◦ and 2◦ implies 1◦. If ξ = 0, take
Y ∈ G, thus satisfying (Y − iJY ) · DΨ = αΨ for a certain α. Taking the
scalar product with Ψ in this relation gives α|Ψ|2 = 〈Y, ξ + iJξ〉 = 0, so
α = 0 at the points where Ψ 6= 0. Thus generically H = G. Now, since
H̄ = Ḡ, and Ḡ is totally geodesic, for every local section Y of H̄ we have
∇Y Y ∈ H, so

0 = ∇Y ((Y − iJY ) ·DΨ) = (Y − iJY ) · ∇YDΨ

= −1

4
(Y − iJY ) · (Ric(Y ) + iJRic(Y )) · Ψ

= Ric(Y, Y )Ψ,

so Ric(Y, Y ) = 0, which just means that Y ∈ F . Supposing now that 1◦

holds we will prove that F is parallel. Let X be a local section of F , thus
satisfying

(X − iJX) ·DΨ = 0. (9.31)

Taking the covariant derivative of this equation in an arbitrary direction Y
gives

0 = ∇Y ((X − iJX) ·DΨ)

= (∇Y (X − iJX)) ·DΨ − 1

4
(X − iJX) · (Ric(Y ) + iJRic(Y )) · Ψ

= (∇Y (X − iJX)) ·DΨ +
1

4
(Ric(Y ) + iJRic(Y )) · (X − iJX) · Ψ
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+
1

2
〈X − iJX,Ric(Y ) + iJRic(Y )〉Ψ

= (∇Y (X − iJX)) ·DΨ,

and similarly,

0 = ∇Y ((X − iJX) · Ψ)

= (∇Y (X − iJX)) · Ψ − 1

n
(X − iJX) · (Y − iJY ) ·DΨ

= (∇Y (X − iJX)) · Ψ +
1

n
(Y − iJY ) · (X − iJX) ·DΨ

= (∇Y (X − iJX)) · Ψ,

showing that ∇YX ∈ H̄ = F̄ . Thus F̄ is a parallel distribution over M̄ , so
F is parallel over M , by continuity. This is, of course, equivalent to the fact
that the Ricci tensor is parallel.

Suppose now that 4◦ holds. Consider the (1, 1) tensor J̃ given by

J̃ =
2

K
Ric ◦ J − J.

Equivalently, the restriction of J̃ to E is just J and its restriction to F is
−J . It is easy to see that J̃ defines a complex structure on M , its inte-
grability being verified by taking complex coordinates on the holomorphic
distributions E and F . The Kähler form of the hermitian manifold (M, J̃)
is just

Ω̃ =
2

K
ρ− Ω,

so as ρ and Ω are closed, Ω̃ is closed, too. This means that (M, J̃) is a Kähler
manifold, so J̃ is parallel, thus showing that Ric is parallel.

Finally, suppose that 5◦ holds. The Weitzenböck formula applied to the
Ricci form gives

∇∗∇ρ+ <(ρ) = ∆ρ = 0, (9.32)

since ρ is harmonic. Theorem 9.3.2 and a straightforward computation (using
for instance the Clifford formalism) show that <(ρ) is just the restriction of
the sectional curvature to F , so using (9.32) and integrating over M , we
obtain that the Ricci form ρ is parallel.

QED
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