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Fibrati vectoriali peste varietati diferentiabile

Definitie
Fie M o varietate diferentiabild si K = R sau C. Un K-fibrat

vectorial de rang k peste M este o varietate diferentiabila E
Tmpreund cu o submersie 7 : E — M cu proprietatile urmatoare :

@ Vx € M, E, := 77 1(x) este un K-spatiu vectorial de
dimensiune k.

@ (trivialitate locald) ¥ x € M, 3 U > x deschis si
@ : Ux KK — 771(U) difeomorfism, ol {xyxrn = Ex
isomorfism de K-spatii vectoriale.

o Fibratul trivial E =&, := M x Kk, 7 :=m.
e Fibratul tangent E = TM, fibrat real de rang dim(M).
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Generalitati despre fibrati

Definitie
Sectiune : 0 : M — E, oo = id.

Definitie

Morfism de K-fibrati : aplicatie netedd f : E — F care pastreaza
fibrele (rpof =7g)siV x € M, f: Ex — F, K-liniara.

@ Studiul fibratilor : pana la izomorfism.

@ Nu orice fibrat este izomorf cu fibratul trivial : orice sectiune
neted3 a lui TS? se anuleazi.

@ Sume directe, produse tensoriale de fibrati...

A,
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Generalitati despre fibrati

E fibrat complex ~» E (fibratul conjugat).

Functori intre categoriile de fibrati reali si complecsi :

Functorul de "uitare” FX si complexificarea FC :
o FR(E) = E®, E} = E, ca spatiu vectorial real.
o FY(E)=EC Ef =E®C.
FRoFYEY=EQE, FCoFR(E)=E®E.

Observatie

| \

Un fibrat real E este in imaginea lui F® <= admite un
automorfism J cu J o J = —id. (structura complex3)
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Clase caracteristice

o E complex ~ clase Chern cx(E) € H?K(M).

o c(E) = (—=1)kck(E).

o Ereal ~ clase Pontriaghin py(E) € H*(M),
pk(E) = Cgk(E(c).

o Caracterul Chern chy(E) € H*M,
chi(E) = Sk(ci(E), ..., ck(E)), unde Sy este polinomul care
asociazd functiilor simetrice elementare a n variabile (n > k)
suma puterilor k : xf 4 ... + x5 = Se(o1(x), - . ., ok (X))

o ch(E) =>_ chi(E) este multiplicativ si aditiv :
ch(E & F) = ch(E) + ch(F), ch(E ® F) = ch(E) - ch(F).

o ch(E) = rk(E) € HO(M) dac¥ E este fibrat trivial complex.
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Stabilitate

Definitie

Un fibrat se numeste stabil trivial dacd devine trivial dupa suma
directd cu un fibrat trivial : {, ® E = §p k.

Exemplu : TS" & NS" = £,4;.

Clasele Pontriaghin ale unui fibrat real stabil trivial sunt nule :
OE2Ey = EOEC=(C,, — p+ch(EC)=p+k.

Nu orice fibrat este stabil trivial :

ch(TCP") = (1 + a)"*!, unde oo € H?(CP") este un generator.
ch((TCPME) = (1 + )1 4+ (1— a)P*L —
p1(TCP") = (n+ 1)(n + 2)a? este ne-nul pentru n > 2.
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Fibrati stabil complecsi

Definitie
Un fibrat real E se numeste stabil complex daca exista un fibrat
trivial £, si un fibrat complex F astfel incat

& ®E=FR

Un fibrat real stabil trivial este stabil complex.

Definitie

O varietate diferentiabila M se numeste :

@ complexa dacd are un sistem de coordonate complexe cu
schimbari de hart3 olomorfe ;

@ aproape complexa daca fibratul tangent este complex
(TM = FR);

@ stabil complexa daca TM este stabil complex.
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Varietati aproape complexe

Complex = aproape complex — stabil complex.

Teorema Newlander-Nirenberg (1950)

O varietate aproape complex3 este complexa <= tensorul
Nijenhuis se anuleaza.

v

Exemplu : cazul sferelor S"

S" stabil complexa V n

52 si S% aproape complexe

S* nu e aproape complex3 (Ehresmann, Hopf, 1949)

S2" nu e aproape complexd pentru n > 4 (Borel, Serre, 1953)
S2? complex3 (suprafatd Riemann)

677
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Varietati stabil complexe

Problem3a
Care varietati compacte sunt stabil complexe ?

M x N stabil complexa <= M si N stabil complexe.
Demonstratie : T(M x N)|pxqyy = TM @ &,

Exemple simple de varietati pentru care putem incerca sa
raspundem la problema de mai sus :

e S" CP", HP"...
@ Spatiile simetrice

@ Spatiile omogene
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Definitii

Definitii echivalente

O varietate riemanniana simplu conexa compacta (M, g) se
numeste simetrica daca
@ Simetriile geodezice in jurul fiecarui punct sunt izometrii;
e VR=0;
@ Grupul de izometrii G actioneaza tranzitiv pe M si exista
o € Aut(G), 02 = id ale cirui puncte fixe formeaz3 grupul de
izotropie H al unui punct din M.

M = G/H se numeste interior dacd o e automorfism interior
(<= rk(G) =rk(H)).

S" =S0O(n+ 1)/SO(n) interior <= n par.
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Clasificarea spatiilor simetrice

Clasificarea spatiilor simetrice

Perechile simetrice (G, H) au fost clasificate de Cartan in 1926. In
cazul compact si interior, spatiile corespunzatoare sunt produse
de :
@ Grassmaniene reale orientate
Grp(RPH9) := Spin(p + q)/Spin(p)Spin(q) ;
@ Grassmaniene quaternionice
Grp(HP*9) := Sp(p + q)/Sp(P)SpP(9) ;
@ Spatii simetrice hermitice (atunci cand H nu e semi-simplu) ;
@ Spatii Wolf (H este normalizatorul unui subgrup Sp(1) C G
corespunzator unei radacini maximale);
e F4/Spin(9); E7/SU(8); Eg/Spin™(16).
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Spatii simetrice stabil complexe

Care spatii simetrice sunt stabil complexe 7 Rezultate clasice :

° (EP(RPJF") nu sunt s.c. pentru p,q > 3 (Sankagn, Tang
1994) cu cateva exceptii : Grg(R8), Grg(R?), Grg(R!?);

o Grp(HP'9) nu sunt s.c. dacd p + g > 3 (Hirzebruch 1953,
Milnor 1958, Massey 1962, Hsiang, Sczarba 1964);

@ Spatii simetrice hermitice sunt complexe;

@ Spatiile Wolf?7?

e F4/Spin(9) nu e aproape complex (Borel, Hirzebruch 1958);

e E;/SU(8), Eg/Spin™(16)?7?

Teorema (Gauduchon, M., Semmelmann 2011)

Un spatiu simetric compact interior e stabil complex <= produs
de sfere si spatii simetrice hermitice.
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O consecinta a stabilitatii complexe

Teorema (Gauduchon, M., Semmelmann 2011)

Fie M*" o varietate spin, compact3, stabil complex3 si E un fibrat
complex auto-dual peste M (E = E). Atunci indexul operatorului
Dirac twistat cu £ @ TMC

Degrme : CP(ZTM @ E® TM®) - C*(Z"M @ E @ TM®)

este par.

Demonstratie. M stabil complexa = TM ©{, = ™ = p
este par si TMC @ §p ETOT.
ind(Degr) + ind(Degz) = ind(Deg(rar))
= ind(DPegrme) + nd(Degec)
= ind(DE®TMC) + plnd(DE)
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O consecinta a stabilitatii complexe

E suficient s3 verificdm ind(Dgg,) = ind(Deg=). Teorema clasica
Atiyah-Singer :

ind [D: C®(ETM) = C¥(Z~M)] /A

unde A(M) € H*(M) este un polinom in clasele Pontriaghin.
Mai general, pentru orice fibrat complex F :

ind [Dr : C¥(E*M @ F)  C(5" M@ F)] = / A(M)ch(F).
M
Pentru F = E® T

ind(Degy) = /M A(M)ch(E)ch(r).

Qm
"‘ 12

chi(E) = (1) che(E) = (1) chy(E) =
( )-

\_/n-”
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O obstructie la stabilitea complexa

Dac3 pe o varietate spin, compact3, M*" exist3 un fibrat complex
auto-dual E astfel Tncat indexul operatorului Dirac twistat cu
E ® TMC este impar, atunci M nu este stabil complex3.
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Formula de dimensiune a lui Weyl

Fie M = G/H un spatiu simetric interior compact ireductibil si
t C h C g o subalgebrd Cartan comun3. Fie p: H — Aut(V,) o
reprezentare complex3 a lui H de pondere maximald p € t* si
V = G x, V, fibratul complex peste M asociat lui p.

Teorema
: (p+p"0) .
ind(D = | | - = ().
( V) weR(G) <pg’ O[> (N)

unde R(G)™ este multimea ridicinilor pozitive a lui G iar p si p?
sunt semi-sumele radacinilor pozitive ale lui H si G.
Demonstratie : Formula de dimensiune a lui Weyl.




Indexul spatiilor simetrice compacte
00®00

Exemplu : Eg/Spin™(16)

t " 2 R® C 5pin(16) C es.
R(Spin(16)) = {+e; e, 1< i< j<8}.

8
1
W(Z]e) = {5 Z&ei, gi==1, e1---eg =1}
i=1

R(Eg) = R(Spin(16)) U W(Z;).
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Exemplu : Eg/Spin™(16)

in raport cu camera Weyl fundamentala care contine vectorul
(23,6,5,4,3,2,1,0),

R (Spin(16)) = {e; ¢ | 1 <i < j <8}

RT(Eg) = R*(Spin(16)) { Zs,e, lei1=1,¢e,=41,e1- 5= 1}.

" =(7,6,5,4,3,2,1,0), p°=(23,6,5,4,3,2,1,0).
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Exemplu : Eg/Spin™(16)

Fie M = Eg/Spin™(16) ; TMC este fibratul asociat reprezent3rii
Zi% cu pondere maximal3d %(1, 1,1,1,1,1,1,1) € t* ~ R8. Fie E,
fibratul asociat reprezentarii cu pondere maximala
(2k,0,0,0,0,0,0,0) a lui Spin*(16).

Ex ® TMC este suma directa a doi fibrati asociati represent3rilor
de ponderi maximale i := 3(4k +1,1,1,1,1,1,1,1) si

p2 == 3(4k —1,1,1,1,1,1,1, —1). Pentru k < 7,

i(u1) = i(u2) = 0. Pentru k = 8, py + p" e ortogonal pe ridicina
a=3(1,-1,-1,-1,—1,-1,-1,1) deci i(1) = 0. Un calcul
elementar arat3 c3 i(u2) = —1. Deci Eg/Spin™(16) nu e stabil
complex.
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Clasificarea spatiilor omogene stabil complexe

Teoremd (M., Semmelmann)

Un spatiu omogen compact simplu conex M = G/H, cu
rk(G) = rk(H) e produs de spatii din lista de mai jos :
@ G/H cu structurd complexd G-invariantd (clasificate de
Hermann 1955) ;
@ G/H cu fibrat tangent stabil trivial (clasificate de Singhof si
Wemmer 1986) ;
© unul din spatiile omogene :
o F,/(Spin(4) x T?2), F4/(Spin(4) x U(2))
e SO(2p+2q+1)/(SO(2p) x U)
° Sp(p+q)/(Sp(1)” x V),
unde U este un subgrup de rang g al lui U(q) pentru ¢ > 1
iar p > 2.
Spatiile de la punctul (3) nu au nici fibrat tangent stabil trivial,
nici structura complexa G-invarianta.
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Ideea demonstratiei

Lem3 (Borel, Siebenthal)

H maximal in G si rk(G) = rk(H) = (G, H) pereche simetricd
sau lista explicitd de 7 perechi : (Go,SU(3)),..., (Es, SU(9)).

Lemd (M., Semmelmann)

Fie Hyp C Hy C G grupuri Lie compacte.

e G/Hy stabil complex = H;/Hp stabil complex.

e G/H; stabil complex si Hi/Hy structurd complexa invarianta
= G/Hy stabil complex.

Corolar (M., Semmelmann)
E7/SU(8) (de dim. 70!) nu e stabil complex.
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Ideea demonstratiei

Lem3d (reluare)
HyCc Hi C G
@ G/Hp stabil complex = H;/Hy stabil complex.

@ G/Hs stabil complex si H;/Hp structurd complexa invariantd
— G/Hy stabil complex.

S(U(4) x U(4)) c SU(8) C E;

Dacs E7/SU(8) e stabil complex, punctul 2 din lemd —
E7/S5(U(4) x U(4)) stabil complex.Pe de altd parte

S(U(4) x U(4)) € SO(12) x S c E;

Punctul 1 din lemda =
SO(12) x S1/S(U(4) x U(4)) = Gre(R*?) stabil complex,
contradictie.
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