Sur les valeurs propres de 'opérateur de Dirac
d’une variété spinorielle simplement connexe
admettant une 3-structure de Sasaki

Andrei Moroianu

Soit M™ une variété spinorielle simplement connexe admettant une 3-structure de
Sasaki (n = 4k—1). Soit XM le fibré des spineurs sur M et D l'opérateur de Dirac
sur X M. Alors (cf. [Ka]), M est un espace d’Einstein avec la courbure scalaire
S =n(n —1) et on sait (cf. [Bd]) que M admet k + 1 spineurs de Killing avec
la constante —%, donc la premiere valeur propre de D est 3 avec la multiplicité
k+ 1. Le but de cet article est de trouver deux autres valeurs propres de D et de
montrer des inégalités sur les multiplicités de ces valeurs propres. L’outil principal
sera la construction du céne C'M au-dessus de M et la correspondence entre les
spineurs sur M et sur CM. Le cone sur M est défini par CM = M x R, avec la
métrique (-, -Yon = r2(-,-)ar + dr?. Les champs de vecteurs sur M induisent des
champs de vecteurs sur CM avec lequels ils seront identifiés dans la suite.

Théoreme (B&). Le fibré des spineurs au-dessus de C'M est le pull-back de
Y M par la projection m : CM — M. Tout spineur sur M induit un spineur sur
CM ; les spineurs ainsi obtenus seront appellés projetables. Un spineur sur M
est de Killing si et seulement si le spineur induit sur C M est paralléle. (cf. aussi

[Mo)).

Dans ce qui suit, on identifiera souvent un spineur sur M avec le spineur
projetable induit sur C'M.

La structure hyperkihlérienne sur C'M s’obtient de la manieére suivante : tout
champ de vecteurs de Killing X appartenant a la 3-structure de Sasaki sur M
induit une structure presque complexe Q% sur CM par

QX (X)=0r, Q¥0r)=-X,

QX (Y)=VyX, pourY L X et Or.

On notera par 7* la transformation de XM donnée par n* = ;Y7 "e; - V., X,
oll (e;) est une base orthonormée arbitraire de X*.

Pour X comme ci-dessus, QX agit sur I’espace des spineurs paralléles sur C' M
avec les valeurs propres distinctes A\; = i(2k —4j), j € {0,...,k}. Soit %X un
spineur propre paralléle propre pour la valeur propre \; de Q% et %X le spineur
de Killing sur M correspondant (tout spineur parallele sur CM est projetable).

On voit facilement que si ¥ est projetable sur v alors Y - 0r - ¢ est projetable
sur Y - 4 pour tout vecteur Y sur M (cf. [Mo]), donc

Q¥ =M = Y XY = Ay (1)
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On en déduit une relation fondamentale :

n—1
DX -47) = Y e Ve (X t7)+ X Vx(X-95)
=1

n—1 1
= 2yl - X+ X g

_ n b'¢ X
= (—1—§)X-¢j —1—2)\]-X-¢j.

Ceci montre que le spineur X 1) —2\;4X /(n+1) est un spineur propre pour D
avec la valeur propre —1—2. La relation (1) montre alors que (n—1)X-1)—2n* -1
est spineur propre de D avec la valeur propre —1 — 2 pour tout spineur de Killing

_ 2 _ n-1 2
Q,b. Notons 7° = Xs — n—HQS = Z—HX'S — n—+1[r]8

Théoréme A. La multiplicité de la valeur propre —1 — % est au moins égale a

3(k—1).

Preuve. On fixe une base orthonormée (Xi, X5, X3) de vecteurs de Killing
définissant la 3-structure de Sasaki sur M et pour chaque s € {1,2,3} et j €
{0, ..., k}, 9% un spineur propre de Q*¢ avec la valeur propre A;. Il suffit de montrer
que les spineurs ¢ = 7° - 17 sont linéairement indépendants pour s € {1,2,3} et
je{l, ..., k—1}.

Soient donc aj, bj, c;, j € {1, ...,k — 1} tels que

Notons 9* = Y a0, ¢* = L bjep?, ¢* = Y ¢;03. Si, d’une part, on multiplie
(2) avec %Xs, et d’autre part, on dérive la méme égalité dans la direction de X,
et on somme les deux résultats obtenus pour chaque s, on obtient le systeme

(1—X1-Xo-X3)- (Xo-9?+ X594 =0
(1—X1-Xo-X3)- (Xq -4t + X5-1°) =0
(1—X1-Xo-X3) - (Xq - 9" + X -1p?) =0

Un calcul algébrique simple montre que pour tout s € {1, 2,3}, le noyau K de la
multiplication par (1 — X3 - X5 - X3) ne contient pas les spineurs non-nuls qui se
trouvent dans l'espace vectoriel V* engendré par 93, j € {1,...,k — 1}. Mais le
systéme ci-dessus montre que 9!, 92, 1® appartiennent repectivement & V!, V2,
V3 et & K, par conséquent ils sont nuls. Ceci montre que les coefficients a; , b;, ¢;
sont nuls, ce qui achéve la démonstration du théoreme.

Q.E.D.

On passe maintenant & la recherche d’'une autre valeur propre de D. Soit
¢ € V un spineur de Killing sur M. Soit {es, ..., e,—3} un repere local orthonormé
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de I’espace supplémentaire de 1’espace engendré par les trois vecteurs de Killing
Xl,Xg,Xg dans 7M. On a

D(Xng’lfJ) = Zei-vein-X2-¢+Z€,--X1-Veng-tb%—
+Zei'X1'X2'Vei¢+Xl'Xl'X3'¢_

1

X X Xy Xy = Xy Xy Xy tp—
1

5 X X1 Xo Ko 4+ XKoo Xy Xy th—

1
~Xg - Xy Xy — 5 Xy Xy - Xo - Xyt
2

= > Xy Ve, X1 0= Xi-6;- Ve, Xo -+
n—3
2

1
—X3'¢—§X1'X2'1/J—X3'¢+

1
+ Xl'X2'¢—X3"¢—§X1'X2'¢—

1
+X3‘¢+§X1'X2‘7ﬁ
= X5 (20" +2Xy- X3-9p) —
—X1-(20° - —2X1- X3 -9p) +
n—4
X1 Xy —2X5-9
n—4

_|_

= 2Xo 'Y —2Xy P+ Xy Xy 9 — 6X5 0
== 2X2<QI—X1)¢—2X1(Q2—X2)¢+

n—4
+ 5 X1 Xo Y —6X3-9
- (2+g)X1-X2-¢+272-Q1-w—271-92-¢—673-w+
4
+n—H(Q2-Ql-¢—Ql-Qz-¢—3Q3¢)

Ceci montre que le spineur 1'? donné par

1
¢1’2:X1'X2'1/)+n—+3(27'2'91'7/)—271'92'1/)—673'1/’)4‘

2
— (2?2 Q- Q% — 303 3
P (@ ¥ - 30%%), )
est un spineur propre pour D avec la valeur propre 2 + 3 pour tout spineur de
Killing 9 sur M.

Théoréme B. La multiplicité de la valeur propre 2 + % est au moins égale a

(k—1).



Preuve. 1l suffit de montrer que pour ¢t € {1, 2, 3} fixé, 'application linéaire de
V' dans I'espace propre de D pour la valeur propre 2 4+ %, donnée par 1 — 2,
est injective.

Soit ¢ € V! tel que 92 = 0. Si, pour s € {1,2,3}, on dérive (3) dans
la direction de X, on multiplie la méme relation par %Xs et on additione les
résultats, on obtient le systéme

n—3
2
n—3
2

(X1+ X5- X3) - Q-9+ (Xp+ X3- X31) - Q2 -9 =0

(X1 X3 —Xo) v+ (Xs+ X1 - Xo)- Q-9 =0

(Xl—XgXQ)1/)+(X3+X1X2)Q2’(/):0

Si on somme la premiere equation multipliée par — X5, la deuxieme multipliée
par — X1, et la troisieme equation, on obtient

(]_—XlXQXg)’(/):O,

donc 9 € Vi Nker(l — X; - X5 - X3) = {0}, ce qui achéve la démonstration du
théoréme.

Q.E.D.

Remarques. 1. On a utilisé sans démonstration quelques résultats algébriques sur les spi-
neurs, qui s’obtiennent sans difficulté suivant, par exemple, 'approche de Kirchberg donnée
dans ([Ki]).

2. L’inégalité du théoreme B est susceptible d’étre améliorée ; en plus par la méme méthode
on obtient des spineurs propres de D pour la valeur propre —3 — %, sans pouvoir montrer qu'ils
sont non-nuls.
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