CHAPITRE VII

THEOREMES CLASSIQUES

1. INEXISTENCE DE CHAMPS DE VECTEURS JAMAIS NUL SUR LES
SPHERES DE DIMENSION PAIRE

I-1. Lemme. Soit S™ la sphére de dimension n n > 1 et soit
I . 8™ — 8" I'application antipodale définie par I{M) = —-M € 5™
L’application induite I* : H*(S") — H"(S™) est la multiplication
par (—1)**L.
I-2. Sous-Lemme I-2. Soit J : S™ — 5" la symétrie hyperplane
définie par -
J(wla T ‘-‘13n+1) = —=Z1, " Ta, Tt
L’application induite J* : H*(S™) — H™(S™) est la multiplication
par —1.

Preuve du sous-lemme :

Puisque le difféomorphisme J respecte le recouvrement de la spheére
S™ par U* et U~ (voir chapitre VI).

On a le diagramme commutatif ci-dessous :

Hn—l(s!n——l) = Hn—l(U+ N U—) i . Hn(sn)
l(J’/sn-—l)t l‘]* lj*
Hn—l(sn—l) (; Hn—l(U+ sl U-—) _3> H’n(gn)

ol & est un isomorphisme dés que n > 2. On obtient donc en itérant
par rapport 4 n le diagramme commutatif ci-dessous :

H'(S7) 292 H~(s™)
J'(J/SI)* J'J:

HY(SY R EM(S)
1



oit J/ S est 'application (z1,z1) — (—21, %2)-
On constate que

sy

Preuve du Lemme 1.1
Notons J; : ™ —+ S$™ € {1,2,n + 1} la symétrie hyperplan définie
par

O

.’L'ld.’L'g — .’L'zde'l .’Eldﬂfg — mzdlf]_
T} + 13 72 + i

J’i(‘rl:' ..$i1. ..$n+1) o (:L'.l. .. 7_"]:?:) . .$n+1)
Les (n + 1) symétries hyperplans J; sont toutes homotopes entre elles
(Pourquoi 7). On a donc d’une part J; = J;iVi,i et d’autre part

I =JioJyo-0dJdnp. On a donc bien que I* = (J*)"* est la
multiplication par (—1)"*+.

I-3. Théoréme. Tout champ de vecteurs différentiable sur la sphére
82" Frannule.

Preuve : Supposons le contraire. C’est & dire qu'il existe une appli-
cation différentiable f : $™ — R**! telle que le vecteur f(M) soit non
nul et orthogonal au vecteur 0M pour tout M de S™.

Notons ¢ : S® — R"*! I'application (différentiable) définie par
- g(M) = %ﬁ%ﬂ et considérons I'application ' de S™ x R — S™ définie
par

F(M,t) = sintg(M) + cos tOM
C’est une homotopie entre

F(—,0) = Idgnet F(—,1) = J

On a donc J* = I[d*. Mais Id* = Id et J* = (—1)”+1Id de H™(S™).
ID’on la contradiction. O

Pour les deux théorémes qui vont suivre, il convient d’éfendre aux
applications continues la définition de 'image réciproque d’une forme
différentielle.

Soient V' et W deux variétés différentiables.

Lemme : Soit f : V — W une application continue

1) il existe une application différentiable g continuement homotope
af.

2) Si g; et go sont deux applications différentiables, continuement
homotopes, elles le sont différentiablement.

Pour f continue de V dans W, le lemme précédent permet de définir
I'homomorphisme f* : H*(W) — H*(V) en posant (par définition)



3

f* = g* ol g est n’importe quelle application différentiable, continue-
ment homotope a l'application f.

II. THEOREME DIT “D’INVARIANCE DU DOMAINE”

Nous avons vu au chapitre IV que si un ouvert de R" est difféomorphe
4 un ouvert de R? alors n = p. Qu’en est-il si on remplace difféomorphisme
par homéomorphisqme ? Les variétés topologiques ont-elles une dimen-
sion 7

II-1. Théoréme. Soit f : U C R* — V C R’ un homéomorphisme.
Alors n = p.
Avant de donner la preuve démontrons un cas particulier

I1-2. Lemme. R* et R? ne sont pas homéomorphes pour n # p.

Preuve du lemme : Soit b : R* — R? un homéomorphisme et z € R*
un point de R®. Considérons '’homéomorphisme

hiR - {z} = R — {h(z)} .

. Cet homéomorphisme induit un isomorphisme linéaire h* entre les
groupes de cohomologie H*(R? - {h{z)}) et H*(R* — {z}) pour tout i.
Mais n — 1 = supi tels que H*(R* — {z}) = H(S™') soit non nul et
p—1=-sups tels que H{(R — {h(z)}) = H{(577!) soit non nul. O

Preuve du Théoréme :
Soit donc h : U C R* -~ V C R? un homéomorphisme.

- Considérons une boule ouverte B centrée en z et contenue dans U

- Considérons une boule ouverte B’ centrée en h(x) et contenue dans

h(B).

- Considérons une boule ouverte C centrée en z et contenue dans
h~1(B') d’ou le diagramme d’espaces :

U—{z} 2 V—{h=)}
U U
B—{z} =% h(B)-{h(z)}
1O N
C—{z} = B —{h(z)}
ol Ay, hy, hs désignent les restrictions de 'homéomorphisme A aux ou-
verts correspondants.



L'inclusion de C —{z} dans B—{z} est une équivalence d’homotopie,
tandis que hy est un homéomorphisme. D’oll en passant & la cohomolo-
gie, le diagramme ci-dessous :

R ~ H*\(B - {z}) —— H™}(h(B) — {h(z)})

‘s |

HY(C — {z}) «— BN (B — {h()}) = B Y(S* )

L’isomorphisme non nul * o k% qui est égal & A} o j* interdit la nullité
du groupe H* Y(B' — {h(x)}}. Onadoncn—1=p—1 0

III. THEOREME DU POINT FIXE DE BROUWER

II1-1- Théoréme. Notons D*t! le disque fermé D" = {z € R*™||z|| <
1}. Toute application continue f : D**' — D™ posséde un point fixe.

Preuve : par 'absurde

Soit donc f : D! — D™+ sans point fixe.

On note r : D" — §7 Papplication qui & tout point z de D**! asso-
cie I'intersection de la demie-droite f(z)z avec S®. C’est une applica-
tion continue (Pourquoi 7) qui rend le diagramme suivant commutatif.

. -
Sn/ Id \

g

ot i est l'inclusion de la sphére S™ dans le disque D™+,
Prolongeons v : D! —» §™ en R: R*"! — S” en posant :

R(X) =25 st 1X]21
R(X) =r(X) si |X||<1

On obtient le diagramme commutatif d’applications continues

Rn-{-l

SN

Sn — S'n

oll cette fois 7 est U'inclusion de 8" dans R**!



On passe a la cohomologie

H™(S") = H"(S")

Le groupe H™(R**!) est nul et H"(S") ne l'est pas pour n > 0.

Contradiction.

O



