CHAPITRE 1I

FORMES DIFFERENTIELLES SUR LES OUVERTS DE R"

I-1 Définition

Soit U un ouvert de R". On appelle p-forme différentielle sur U (ou forme
différentielle de degré p) une application de classe O, w de U dans AP((R™)*) =
(A7 (R™))".

Une p-forme différentielle sur U associe donc 3 chaque point de U, une forme
p-linéaire alternée sur R™.

- Par exemple si p > n, les p-formes différentielles sont identiquement nulles.
- Une O-forme différentielle est juste une fonction % définie sur IJ.
On note (V) le R-espace vectoriel des p-formes différentielles sur U.

Le produit extérieur dn chapitre précédent fournit un produit (point par point)
noté encore
' A QP(U) x QUU) — QP T

I-2 Notations

Soit e3,eq,---, e, la base canonique de R™. Il est traditionnel de noter Ti o
K" — R la itme projection : z; = e;. C’est une application linéaire. Elle est

donc différentiable et sa différentielle dz; : B* — (R*)* = A(R™)* est 'application
constante dx;(M) = z; = ef.

dz; est donc aussi la 1-forme différentielle sur R™ qui associe a tout point M de
K™, la 1-forme alternée e?.

Puisque €}, Aef, eAel 0 <ip <idy < - 1, < n forment une base de AP((R™)*)
on voit que foute p-forme différentielle sur un ouvert I/ ¢ R™, s’écrit de fagon unique

w:ZfdmI

icr {

ot J est Pensemble des multi-indices € 11,2, -+, n} strictement croissants de longueur
pyet sl T o= {ig,d9, i) avec 0 < 4y < dg--- < i, < n, dry est la p-forme
différentielle dw;, Adz;, -+ A dz;, et f; une application C*° de U dans R.
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Une p-forme différentielle sur U, n’est donc rien d’autre que la donnée de la
collection des CF fonctions C*°, fr, T € J.

IT - Différentielle extérieure.

Si f est une fonction C* sur U, sa différentielle
df : U— R") =A(R)
apparait donc comme une 1-forme différentielle sur U.

Exercice

Montrer que
n
9 i

df(ﬂf}_,CCQ,"‘,.’En); Ty .
i=1 6$?’

La correspondance f-e— df est donc une application R-linéaire, d : Q0(U) — QI (U).
Le théoreme ci-dessous définit un prolongement canonique de d 3 Q*(U) tout entier.

Théoréme II-1.

Soit U un ouvert de IR*. Il existe une unique application, R-linéaire, appelée
différentielle extérieure, notée encore d : Q*(U) — Q*(U) satsifaisant les conditions

suivantes.

1) d(QP(U)) c QFHHT) ¥p >0

2) d : QUU) — QNU) est la différentielle des fonctions

3) dlaAB)=dan B+ (~1Pands VaeQPU), B U)
4) dod : QP(U)) — QPY*(U) est nulle ¥p >0 .
Preuve :

1/ Unicité.




Soit w = ) ;. ; frdz;y une p-forme différentielle. D’aprds 3) {noter I'abus de
notations frdzr = fr Adzy) on a

dw="> d f/\deLZ f/\dd:cf).

IcJg ICJ

Le deuxigme terme de cette somme est nulle.
(3)
(

En effet d(x A+ Adxy) = 1)'dzy Adzy -+ - Ad(dz;) A+ Adx, = 0 d'apres

(4).

Donc si d existe on a nécessairement dw = ¥ df Adzy qui est parfaitement
ICJ r
déterminée d’apres (2). _
|
2/ Existence.
Posons donc pour w = ¥ fdxy, dw = % df Adry et montrons que cette

Ic/r IcTl r
définition satisfait la R-linéarité et 1), 2), 3), 4).

- La R-linéarité, 1) et 2) sont clairs.

- Montrons 3). A cause de la linéarité, il suffit de vérifier pour a = fdz; et 8 = gdzx
ou longueur de T = p et longueur de K quelconque. On a :

d(a/\ﬁ) Zd(fg dm_r/\da:_({) = fdgANdzy Adxg +gdf Ndzy ANdxg -
en fait g df Adxy ANdoxg = df Adzy Ag doy = da A B tandis que

fdgndxy ANdrg = (-1)P fdzr Adg Adeg = (—1)Pandf .

|

- Montrons 4). LA encore on peut supposer w = fdx;

dw = df A dzy et d(dw) 2 d(df) Adz; - df A d(der)
n
8% f A% f
= d( 25) = da; Adz; =0 .
adf) = ; 2i) = ; (83:23% Oz 851-) T

Le cas particulier ou f = z; montre grice 4 3) que d(dzz) = 0.

|

10




IT1 - Image réciproque d’une forme différentielle.

Solent I/ un ouvert de R™®, V un ouvert de R™ et f : U — V une application
o=,

Dans ces conditions nous allons définir une application linéaire
o PVy-00U) V¥p>z0.

(Attention au changement de sens. On le signale en mettant ’étoile en haut dans la
notation f*.) ‘

Soit w € QP(V). On pose
F (@) (X1, -5 Xp) = wruy(dfey (X1), -+, By (Xp))

ouu€let Xy, -, X, € R".

Autrement dit la forme p-linéaire alternée sur R, f*(w)(,) est I'image réciproque
(I1-8.1) de la forme p-linéaire alternée sur R™ W(f(x)y Par Vapplication linéaire df(y) :
R® — R™,

Théoréme III-1.
L’application f* : Q*(V) — O*(U) vérifie les propriétés suivantes :

1) f* est R — linéaire

2) Floanp)=f(a) A (B)
3) ffod=dof*.
Démonstration

1) est évident sur la définition.

2) Comme remarqué précedemment on a

F (Wy = (dfy) (W) -

La propriété 2) est donc une reformulation de II-8.1 (exercice).

3) Commengons par le cas particulier ol w = © € Q°(V).
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Lemme TIT-2.

Le diagramme d
PV) —— V)

PU) —— Q')

est commutatif
Preuve : Soit ¢ € 2°(V). Par définition de f* on a f*(p) = po f et d(f*(¢)) =
d(p o f).

Par définition (f*(dw))wu(X) = dp ) (df ) (X)) ce qui signifie que f*dp = d(po
f)=d{f*(e))-

|

Cas général

Posons f : R* — R™ définie par y; = fi{zy, -, 2Zn) et soit w € OP(V). A cause
de 1) on peut supposer que w = @dy; A --- A dyp. On a alors grace a 2)

frw)y=wof f{dpn) A A (dys) -

Le lemme III-2 montre que f*(dy;) = d(f*(y:)) = d(vi o f) = df;.

On a donc
Flwy=pofdfindfz--- Ndfy

et
d(f*(w))=d(pc fYNndfLA--- Ndfy .

Par ailleurs dw = dp Adys A - - Ady, et f*(dw) = f*de A f*dyr A-- - A frdy, et
donc (Lemme II1-2)

fHdw) =d(wo fYAdfi A Adfp = d(f*(w)) .




