CHAPITRE I

ALGEBRE TENSORIELLE ET ALGEBRE EXTERIEURE

Notations

Soit k& un corps commutatif et solent E, F' deux espaces vectoriels sur k. On
note L(E ; F) Pespace vectoriel des applications linéaires de E dans F'.

Si F' =k, on note E* = L(E ; k) le dual de E.

Exercice

Montrer que Dapplication de bidualité ¥ — FE** est un isomorphisme, si et
seulement si la dimension de F est finie.

Si E, F, G, sont trois espaces vectoriels sur k, on note 3(F,F ; G) Pespace
vectoriel des applications bilinéaires de E x F' dans G.

I - PRODUIT TENSORIEL
I-1 Produit tensoriel de deux espaces vectoriels.

Soient F, F' deux espaces vectoriels sur k.

Théoreme I-1
i} il existe un espace vectoriel sur &, noté E ® F qui se lit E tenseur F, et une
application bilinéaire j € B(E, F'; E® F') tels que, pour tout espace vectoriel G
et toute application bilinéaire b € B(E, F ; G) il existe une unique application
Iindairec: EQF — G telleque b=coj.
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i) Le couple (E ® F, j) est unique & unique isomorphisme prés. Ce qui signifie
quesi (E®F, j) et ((E®F), j') sont deux solutions de i), il existe un unique
isomorphisme I : EQ F — (EQ® F) tel que ' = I o .

Avant de donner la preuve de ce théoréme, remarquons qu’il est peut-étre illégitime
de donner un nom (£ ® F'} & un objet qui n’est défini qu’a isormmorphisme prés. Clest
pourtant ce que l’on fera.



Preuve : on commence par 'unicité ii), qui est un phénomeéne trés général.

Puisque (E ® F, j) est solution de i), il existe un unique o : E®@ F — (E® F)
linéaire, telle que 7 = acj et de méme, en échangeant les rdlesde EQ F et (E® F),
un unique §: (E® F') - E® F telle que j = B0 j'.

Onadonc j=poj =fo(acj)=(Boa)ojy.

Par ailleurs j = Idggp o j.

L’unicité de I'application linéaire ¢, requise en i) montre donc que Boa = Idggr

et de fagon analogue que o o 8 = Id(ggry
|

i) Existence : construction d’une solution.

Notons k(EXF) Pespace vectoriel (énorme !) de base Vensemble E x F. Cest

Pespace vectoriel constitué des applications de £ x F' — K nulles sauf sur un ensemble
fini.

Soit & : E x F — K&*F)} Pinjection qui associe A (e, f) le (e, f)-itme vecteur de
base ou, si ['on veut, V'application de E x F' — K qui vaut 1 sur (e, f) et 0 ailleurs.

Cette injection ¢ : E x F — KEXF) p'5 pour Vinstant aucune propriété
algébrique. Elle n’est ni linéaire, ni bilinéaire.
On va maintenant faire un quotient minimum de KF*F) pour rendre ¢ bilinéaire.

Considérons donc R(E, F) le sous-espace vectoriel de K (¥*F) engendré par les
éléments

o(ae +be',ef +df') —acole, f) —ad ole, f)) —be o(e', f) —bd (', f')

etndtons
EF=KFF)/REF)etj : ExXF>E®F

la. composée E x F' % KUExF) & KEXE) [ R(E, F) ot R est la surjection canonique.
L’application j est bien devenu tautologiquement bilinéaire.

Sib: E x F — (G est n'importe quelle application bilinéaire, on définit & :
KEXF) @ comme étant Papplication linéaire qui envoie Pélément de base (e, )
sur b(e, f)}. Cette application linéaire ¢ est nulle sur le sous-espace vectoriel R{F, F') et
définit donc par passage au quotient une application linéaire ¢ : K{(FXF) /R(E, F) —
G telle que b = ¢ o j. L’unicité d’un tel ¢ est evident. Ce qui montre que le couple
(KEXT)JR(E, F), ) satisfait i).

|

Pour résumer, I'ensemble des applications bilinéaires de F x F dans G, s’identifie
a ’ensemble des applications linéaires de E ® F' dans (¢

BEF;G) =~ LESRF;G)

b —o c
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et cette propriété caractérise &£ @ F.

Exemple : soit b : E x k — G une application bilinéaire quelconque et soit j :
E x k — E lapplication bilinéaire définie par j(V,A\) = AV A ek, V € F

Exk
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et soit ¢ : F — G D'application lindaire définie par ¢(V) = b(V, 1). La commutativité
du diagramme ci-dessus montre que le couple (E, j) répond & la question. On a donc

1 e e e
E ® k~F ou I est 'application lnéaire induite par ’application bilinéaire j.

I-2 Notations :
I’élément de E@ F, j(e, f) se note e @ f et se lit e tenseur f.

I-3 Propriétés évidentes du produit tensoriel

1) Commutativité
E@F 5 F®E
e® f - Qe

2) Associativité (EQ F)® G—E @ (F ® G).
3) Pour A, u, N, € ket e,e’ € F, f, f' € F on a les régles de calcul

(Ae+NeN@(pf+i/f) = dule@ )+ A’ (e@ )+ N @)+ Ny (@ f)e E®F

4) Les éléments de E® I de la forme e® f s’appellent des tenseurs élémentaires.
Ils engendrent £ ® F.

Preuve : application directe de la définition de E @ F'.
I-4 Commutation du produit tensoriel et des sommes directes.

Propriété I-4 Soient E;c; une famille d’espaces vectoriels et F' un espace vectoriel.

Les deux espaces vectoriels (& E;) ® F' et @ (B; ® F) sont canoniquement
ied el

isomorphes.

Preuve : pour tout espace vectoriel G on a la suite d’isomorphismes

BU(®, B F i G) = ]| B(B:, F 3 C)

ief



~[[LE®F; G)=L(8(E®F); G)
el el
et par définition
B(D Ey\F; G)=L((b E)®F; G).
el iel
|

Corollaire 1I-4.1 sie; i € I est une base de E, et f; 7 € J une base de F, les éléments
e; ® f;(i,7) € I x J forment une base de E @ F.

Preuve: Ona E~ & ke; et F ~ & kf; et done
el jEJ

E®F ~ ke; @ kes) = kle; ® f:)
® i,jng( e ej) i,jg.;xJ ( fj)

||
En particulier si dim F et dim F sont finies, £ ® F est aussi de dimension finie
et dim (F ® F') = dim Ex dim F.
I-5 Produit tensoriel d’applications linéaires.

Soient E, F', F', F' quatre espaces vectoriels sur ket f: E— F, f' : ' — F'
deux applications linéaires. )

Il existe une seule application linéaire, notée f® f' : EQF’' — F®F caractérisée
par la formule f @ f'(e® €') = f(e) @ f'(e').
Exercice

a) L’application b : E* x F — L(E ; F) définie par b(p, f)(e) = ¢(e) - f oi
v est une forme linéaire sur E, f ¢ F et e € E est une application bilinéaire de
E*x F — L(E; F).

b} Elle induit donc une application linéaire
c: B*®F - L(E; FY.

Montrer que ¢ est injective et que son image est le sous-espace vectoriel de

L(LE ; F) constitué des applications linéaires £ : £ — F telles que la dimension de
£(F) soit finie.

¢} En conclure que si dim F est finie, ou si dim F est finie on a un isomorphisme
E*Q@ F~L(E; F).
I-3 Algébre tensorielle.

On pose TU(E) =k, TH(E)=Fetpowrp>1T?(E)=EQE®---QF.
p—Tfois




Définition I-3.1 On appelle algébre tensoriclle de £ que 'on note T*(E) = @ TP(E).
P>

Le produit évident TP(E) x TY(E) — TPT4(E) qui associe & z; @ £3,® - - - Tp, et
Y1®Y2 + Yy TI®T2®: - - p@Y1 QY2 - - -®Y, en fait une algebre (non commutative).

(Se rappeler que k ® E = E).

11 - ALGEBRE EXTERIEURE

Définition II-1

On note APE le quotient de TP(E)} par le sous-espace vectoriel engendré par les
éléments 3 ®z3 - - -®Zp 0fL z; = x; pour 2 indices 7 # j. On appelle AP E la puissance
extérieure p-iéme de F.

On note z, Aza A+ - - Az, la classe dans ce quotient de I'élément 1 @2 - - - ® Tp.
Cet élément se lit x; extérieur x4 extérieur x3 extérieur -- - xp.

Onnote A*(E)= ® APE=k@EDA’E®---
p=0

Le produit 7?(E) x T E) — TPY1(E) passe évidemment au quotient et induit
un produit dit “produit extérieur” A : APE x AE — APHIE,
Remarque I1-2

La puissance extéricure AP E est définissable d’une maniére analogue au produit
tensoriel.

On appelle forme p-linéaire alternée sur E, & valeur dans F' une application
p-linéaire £ — F, nulle chaque fois que deux vecteurs sont égaux.

On voit alors que APFE jouit des propriétés suivantes qui la caractérise. (Exer-
cice).

Pour toute application p-linéaire alternée p : EP — F. Il existe une unique
application linéaire f : APE — F telle que

EP

Jc NP p=1Ffoc
ME L, F

ol ¢ est 'application p-linéaire alternée définie par c(xy, -, 2zp) = L1 A+ - A xp.

Proposition 11-3
Solent X c APE etY € A’E. On a

XAY =(-1)PY A X € APTYE) .
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Preuve : puisque les éléments de la forme z; A+~ A xp et y3 A -+ Ay, engendrent
respectivement AP(E) et A?(F) il suffit de montrer la formule pour ceux-ci.

En fait dans A?(E) on a z Ay = —y A x puisque

(x+yA{z+y)=0=cAz+yAy+zAy+yAz
=0+0+zAy+yAzx.

La formule en découle.

Corollaire 1I-4

Si dim E = n. Soit ey --- e, une base de F. Les CZ éléments e;, A &;, eegg Ol
11 < g < ip < n forment une base de APE. En particulier la dimension de APE est
C?.
I1-5

Le produit extérieure A : A*E x A*E — A*F fait de A*E une algébre. On
exprime la proposition II-3 en disant que c’est une algébre commutative au sens
gradué.

11-6 Dualité

Dorénavant on suppose F de dimension finie.

Théoreme I1-6

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie alors on a AP(E*) = (APE)*~.
Démonstration : remarquons d’abord que (AP E)* est exactement ’espace vectoriel
des p-formes alternées sur F.

Soit maintenant f; - - - f, € (E*)? p-formes linéaires sur E et considérons ’application
p-linéaire alternée ¢ sur E qui associe & Xy --- X, € F le déterminant de la matrice
pxp (as;) ou a;; = fi( X;).

La correspondance (fy-:- fp,)—e— ¢ est une application p-linéaire alternée de
(E*)P dans (APE)* et fournit done (remarque II-2) une application linéaire

ip : AP(E") = (APE)* .

Exercice

Montrer que 4, est bien un isomorphisme.

1I-7 Produit extérieur d’une forme p-linéaire alternée, par une forme ¢-
linéaire alternée.



On a le diagramme :
A AP(E*)x  AYE*) — APYY(E*)
A o (AP(B))rx (AUE))* — (APTI(E)”
ou par définition on pose
@AY = dprq(in () A (i (#))
1) Soit u € E* = AY(E*) = (A'(E))* une forme lindaire sur E et ¢ € (APE)* une
forme p-linéaire alternée.

Montrer la formule

p+1
uhp(Xy- Xpy1) = 2(—i)zu(Xi)go(X1 e X X))
im1

olt la notation )?7; signifie que 1'on a éffacé X;.
2) Donner la formule générale pour ¢ A .
Dorénavant on identifie AP(E*) avec (APE)*.

En particulier on pourra penser a 'élément f1 A fo--- A f, € AP(E*) ou f; €
E* = A'E* comme A la forme p-linéaire alternée sur E qui associe & X -- - X, le
déterminant de la matrice

A= (a;;) oua;; = fi( Xj) .

I1-8
Soit % : F — F une application linéaire. Elle induit une application APu :
APE — APF caractérisée par la formule APu(zy A+ - Axp) = ula) Aulze) - - Axp).
11-8.1 Image réciproque d’une forme p-linéaire alternée par une application
linéaire.
Soient % : I — F une application linéaire et u* : F* — E* Iapplication duale.
On a donc (11.8.1) 'application linéaire
AP(u*)y ©  AP(F*) —  AP(EY)
L L
(AP(F))y* — (AP(E))"

qui associe donc A une forme p-lindaire alternée sur F, @ une forme p-linéaire alternée
sur E, (attention au changement de sens) que I’on note u*(ep).
Exercice
Montrer que pour X;---X, € Fona
w (@)(X1 - Xp) = o(u(X1) - u(Xp)) -
et
uw(p A) = u(p) Aut(9) .



