Mathématiques - MAT 553 PC du 16 novembre 2015

Topologie différentielle
— Feuille 9 —

1. Soient M et N deux variétés différentiables connexes de dimension n > let f: M — N
un revétement galoisien dont le groupe d’automorphismes 7 est fini. On note

QE(M) ={we QM) | T"w=w, YT € T}

et
HY(M)={zx e H"M) | T*x =2, VT € T}

On rappelle (Ex. 4, Feuille 3) que f* induit un isomorphisme d’algebres différentielles graduées
entre Q*(N) et Q%(M) et que H*(N) est isomorphe au k-éme groupe de cohomologie du
complexe QU5-(M).

a) Montrer que H*(N) est isomorphe & HX(M).

b) Calculer la cohomologie de I'espace projectif réel RP".

2. a) Soit x un générateur de H"(S™) et p1, ps les projections canoniques de S™ x S™ sur S™.
Montrer, en utilisant la formule de Kiinneth, que H™(S™ x S™) est engendré par z; := pj(x)
et xo 1= pi(x) et que x1 A xg # 0.

b) Supposons qu'il existe e € S™ et f: S™ x S™ — S™ telle que f(e,p) = f(p,e) = p quel que
soit p € S™. Montrer que n est impair.

3. Montrer, en utilisant la formule de Kiinneth, que la caractéristique d’Euler, définie par

dim(M)

X(M) = ) (~1)"dim(H"(M)),

p=0

pour toute variété différentiable M de type fini, est multiplicative, dans le sens que si M et
N sont des variétés différentiables de type fini, alors

X(M x N) = x(M)x(N).



4. Soit M une variété compacte, orientée, de dimension impaire. Montrer que sa car-
actéristique d’Euler est nulle.

5. Soit f : C? — C"*! une application linéaire injective et g : CP! — CP" le plongement
induit par f. On note par a; 'unique élément de H?(CP?) satisfaisant

/ ap = 1
cp!

et par a, 'unique élément de H*(CP") satisfaisant g*(a,) = ;. On se propose de montrer

la formule
| -t )
Cpn

a) Considérer Papplication F' : (CP')" — CP"

F(lxy sl [z s ynl) = (20000 2l
ol z; sont définis par
[t +w) =D at,
i=1 k=0

ou, de facon équivalente,
B 1
2 = m Z 93'01 .. ‘xakyak-H . "an'
o€,
Montrer que F' est bien définie et que le degré de F est égal a n!.
b) Montrer que i} (F*(a,)) = a1, ol i), désigne I'inclusion de CP! dans (CP')" définie par
Zk(x> = (p7"'7p7x7p7“'7p>7

ol z se trouve en k-¢me position, et p :=[0: 1] € CPL.
c) On note a présent p; la k-eme projection de (CP')" sur CP!. En utilisant la formule de
Kiinneth, montrer que

F*(an) =Y pi(an).

d) Montrer la relation (*) et en déduire que I'algebre de cohomologie de CP™ est isomorphe

A R[X]/ X"



