Mathématiques - MAT 553 PC du 14 septembre 2015

Topologie différentielle
— Feuille 1 —

Tous les espaces vectoriels sont définis sur un corps K. On rappelle que tout espace vectoriel
admet une base et que tout sous-espace vectoriel admet un supplémentaire.

1. Soit u : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels de dimension finie.
Si A€ My, ,(K) est la matrice de u dans les bases (e1,...,e,) et (fi,..., fm), quelle est la

matrice de u* : F* — E* dans les bases (f,..., f) et (e},...,e")?

2. Soit E un espace vectoriel.

a) Siui,...,u, sont des éléments de E*, on considere un supplémentaire F' de (), .,.,, ker ;.
Montrer que F' est de dimension finie, inférieure ou égale a n.
b) Montrer que v € E* est combinaison linéaire d’éléments uy, . . ., u, de E* si et seulement si

kerv D ﬂ ker u;.

1<i<n

3. Soient E et F deux espaces vectoriels. L’application bilinéaire  : E* x F — L(E,F)
définie par 0(u, y)(z) = u(z)y induit une application linéaire © : E* ® F' — L(E, F) telle que
Ou @ y)(x) = u(x)y.

a) Montrer que © est injective et que son image est I'ensemble des éléments de L(F, F') de
rang fini.

b) Montrer que le plus petit entier p nécessaire pour écrire un élément de E* @ F' sous la
forme ), <i<p Wi ®Y; est le rang de I'image de cet élément par ©.

¢) Montrer que la forme bilinéaire e : E* x E — K définie par e(u,y) = u(y) induit une forme
linéaire € sur £*® F telle que e(u®y) = u(y). Dans le cas ou E est de dimension finie, quelle
est la forme linéaire £ 0 ©~! définie sur L(F, E)?

d) Montrer qu’il existe une application linéaire injective canonique de E* ® F* dans (E® F)*
et que cette application est surjective si et seulement si I'un des espaces vectoriels F ou F' est
de dimension finie.



e) Soit ¢ une forme bilinéaire sur F x F. Montrer que si 'un des espaces vectoriels
E={zcE|pxy =0, VyecF}

ou
Fr={yeL|p(y) =0, vz € £}

est de codimension finie, alors il en est de méme pour I’autre et qu’ils ont la méme codimension.

4. Soient ¢ € (APE)* une forme p-linéaire alternée et v € E* une forme linéaire. Montrer
que u A ¢, vue comme forme (p 4 1)-linéaire alternée vérifie
p+1

uN@(z1,...,0p01) = Z(—l)i_lu(xi)go(xl, ey Ly Tpp),s Vy,...,Tp4 € E.
i=1

5. Soient x1,...,x, des éléments d’un espace vectoriel £/. Montrer que z1 A... Az, = 0si et
seulement si zq, ..., x, sont liés.
6. Si(eq,...,e,) et (€], ..., €e) sont deux bases d'un espace vectoriel E de dimension n, quelle

est la relation entre les éléments e; A ... Ae, et ey A... Ael, de A"(E)?

7. Soit uw € L(E, F') une application linéaire et £ > 1 un nombre entier. Montrer qu’il existe
une application linéaire Afu : A*(E) — A*(F) telle que

A ) (g AL A mg) = u(x) A Au(ag), Vaq,...,xp € E.

8. Soit (F;);er une famille d’espaces vectoriels. Montrer que les espaces vectoriels

O _E)y et ]]E

i€l i€l
sont naturellement isomorphes. Montrer que I'espace vectoriel ). ; E; est naturellement
isomorphe a un sous espace vectoriel de ([ [,c; Ei)*

9. Pour tout élément z d’un espace vectoriel £ on note z** ’élément du bidual E** défini
par z**(u) = u(x) pour tous u € E*.

a) Montrer que 'application x — 2** de E dans E** est injective.

b) Montrer que l'application précédente est surjective si et seulement si E est de dimension
finie.



